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ПЛАНИРОВАНИЕ РАБОТЫ С СУБПОДРЯДНЫМИ ОРГАНИЗАЦИЯМИ  

МЕТОДАМИ НЕЧЕТКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
 

Сформулирована задача по оптимальному использованию собственной и привлеченной рабочей силы для достижения минимальных 
потерь в условиях неопределенности. Задача нечеткого программирования решена с применением гибридного генетического алгоритма. 
Анализируются результаты расчетов. 
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Рассматривается следующая задача. Имеется не-
которое производственное предприятие, например, 
строительное. Это предприятие имеет собственный 
штат работников и планируемые на заданный отре-
зок времени объемы работ. При нехватке собствен-
ных трудовых ресурсов могут привлекаться для вы-
полнения работ сторонние организации (субподряд-
чики). Планируемые объемы работ могут быть 
заданы с некоторой долей неопределенности, зави-
сящей от внешней среды и имеющейся информации. 
Собственные и привлекаемые трудовые ресурсы 
также имеют элементы неопределенности. Необхо-
димо учесть имеющуюся неопределенность при пла-
нировании графика выполнения работ и дать оценку 
возникающим рискам. 

Для полностью детерминированной ситуации из-
вестна классическая задача об оптимальном исполь-
зовании рабочей силы [1]. Она формулируется сле-
дующим образом. Известен временной график вы-
полнения заданных объемов работ. При известной 
производительности труда объемы работ переводят-
ся в количество работников. Таким образом, извест-
но количество требуемой рабочей силы для каждого 

заданного отрезка времени iV , 1,i n . Так как 

constiV  , то необходимо определить оптимальную 

численность работников iR , 1,i n , минимизирую-

щую затраты. Вариант i iR V  обеспечивает выпол-

нение графика работ, но требует затрат на увольне-
ние и принятие работников. Постоянное количество 
работников также является затратным, поскольку 
либо план будет не выполнен, либо часть работников 
будет работать не в полную силу. Оптимизационная 
задача определяется целевой функцией 

   1
1

min
n

i i i i
i

f R R R V


       , 

где ( )  , ( )    положительные функции затрат на 

принятие-увольнение и на несоответствие количест-
ва работников объему выполняемых работ. Задача 
легко решается методом динамического программи-
рования с применением рекуррентного соотношения 

    1( ) min ( )
i

i i i i i
R

F z R z R V F z         , 

где ( )iF z   минимальные затраты от i-го отрезка 

времени до конечного n, если количество работников 
за (i–1) отрезок равно z [1]. 
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Эту постановку задачи можно расширить на слу-
чай привлечения дополнительной рабочей силы 
(субподрядчиков) 

   1
1

( ) ( ) min,
n

i i i i i i i
i

f R R R Y V Z R S Y


        
(1) 

где iY  – количество привлекаемой рабочей силы. 

Кроме того, в суммарные затраты включаются до-
полнительные затраты на содержание собственных 
работников ( )Z R  и затраты на субподрядчиков 

( )S Y . Эта задача также может быть решена методом 

динамического программирования. 
Рассмотрим дальнейшее расширение задачи, свя-

занное с неопределенностью некоторых действую-
щих факторов.  

Планируемые объемы работ могут изменяться в 
результате проявления воздействий внешней среды 
для рассматриваемой производственной системы в 
условиях недостаточной информации. Поэтому объ-
емы работ будем описывать нечеткой переменной 

iFV  с функцией принадлежности  V v . Для зада-

ния функции принадлежности примем функцию Га-

усса 
 2

2
( ) exp

i

i

i
V

V

v V
v

 
   
  

 с заданными характе-

ристиками 
iV . 

Ресурсы по привлечению рабочей силы как соб-
ственной, так и субподрядной могут быть ограниче-
ны, то есть  

max
i iR R , max

i iY Y , 1,i n ,                (2) 

причем значения ограничений также строго не опре-
делены и также являются нечеткими величинами. 
Добавим к этим ограничениям требование, чтобы 
минимальное количество собственных рабочих не 
опускалось ниже заданной величины 

min
i iR R , 1,i n .                         (3) 

Правые части ограничений (2) являются нечетки-
ми величинами с функциями принадлежности 

 2max

2
( ) exp ,

i

i

i

R
R

r R
r

    
 
 

  

 2max

2
( ) exp

i

i

i

Y
Y

y Y
y

    
 
 

.  

Ограничения (3) являются четкими. 
Для решения задачи (1)–(3) применение класси-

ческих методов динамического программирования 
является затруднительным. Обозначим расширенный 
вектор переменных  

1

1

n

n

R

R

Y

Y

 
 
 
  

    
   

 
  
 

R
X

Y





. 

Согласно классификации типов задач нечеткого 
программирования [1] проведем нормировку целевой 
функции (1): 

   
minf

f
 X

X
                              (4) 

и будем рассматривать (4) как функцию принадлеж-
ности нечеткого множества цели. Значение этой 
функции является степенью достижения цели при 
выборе некоторой альтернативы X  [1]. При выборе 
альтернативы X  также определяется степень выпол-
нения нечетких неравенств (2). Функции принадлеж-
ности ограничений (2) представим в виде  

 

 

2max

2

2max

2

1 exp
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1 exp

i

i

i

R

X

i

Y

r R

x
r Y

       
              

. 

Носители этих подмножеств min max;i iR R   , 

min max;i iY Y   . 

Задача (1)–(3) является задачей достижения не-
четко определенной цели, сформулированной Белл-
маном – Заде [1]. Формулировка основана на пред-
положении, что цель принятия решений (целевая 
функция) и множество допустимых альтернатив 
(удовлетворяющих ограничениям (2), (3)) принадле-
жат одному и тому же универсальному множеству. 
Подход Беллмана – Заде приводит задачу (1)–(3) к 
задаче нечеткого программирования: 

 min min ( ), ( )XX
 X X .                    (5) 

Целевая функция является недифференцируемой, 
переменные X  целочисленные, поэтому классиче-
ские методы оптимизации здесь сложно применимы. 
Такого типа задачу удобно решать с применением 
генетических алгоритмов [2]. Для решения приме-
нялся гибридный алгоритм с дополнительным гене-
тическим поиском в узкой области [2]. 

Решение задачи делится на два этапа. На первом 
этапе решается оптимизационная детерминирован-
ная задача с целевой функцией (1) и ограничени-
ем (3). Результатом решения является минимальное 
значение затрат minf  при оптимальных значениях 

переменных 
opt

opt d
d opt

d

 
  
 

R
X

Y
. На втором этапе решается 
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задача (5) с нормированием функции   X  на полу-

ченную на первом этапе величину minf . 

Рассмотрим результаты расчетов при следующих 
исходных данных. Функции затрат  ( ) , , ,t Z S     

приведены на рис. 1.  
 

 
Рис. 1. Составляющие функции затрат 

 
Номер 1 соответствует функции ( )t , номер 2 – 

функции ( )t , номер 3 – ( )Z t  и номер 4 – ( )S t . 

Функции принадлежности для ограничений приве-
дены на рис. 2.  
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Рис. 2. Функции принадлежности для ограничений 
 
Зависимость, обозначенная R, соответствует 

функции принадлежности R , а зависимость Y – 

функции принадлежности Y . 

Заданные плановые объемы iV , 0, 12i   показа-

ны на рис. 3 (черные прямоугольники).  
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Рис. 3. Оптимальное решение детерминированной задачи 

(1), (3) 
 

На этом же рисунке представлены оптимальные 
значения для детерминированной задачи (1), (3). 
Темно-серые прямоугольники – количество собст-
венной рабочей силы, светло-серые – количество 
привлекаемых работников. Минимальная суммарная 
величина затрат min 2 332f  . Отметим, что ограни-

чения (3) получились неактивными. 
Результаты решения задачи нечеткого програм-

мирования представлены на рис. 4. 
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Рис. 4. Оптимальное решение нечеткой задачи (5)                          

с ограничениями (2), (3) 
 
Обозначения на рис. 4 такие же, как на рис. 3. 

Полученные оптимальные значения переменных 

обозначим 
opt

opt F
F opt

F

 
  
 

R
X

Y
. Нечеткое решение имеет 

отличительную особенность, заключающуюся в том, 
что количество собственных работников постоянно 
на всех отрезках, то есть значения const 15iR   , 

1, 12i  . Этим самым устраняются затраты на прием 

на всех промежутках, а на увольнение – для i от двух 
до двенадцати. Переменность плановых объемов 
компенсируется привлеченными работниками. Вели-
чина затрат увеличивается на 5 % и становится рав-
ной 2 450Ff  .  

Эти результаты получены в предположении о 
фиксированных значениях плановых объемов. Как 
правило, плановые объемы также имеют некоторую 
неопределенность. Будем их также считать нечетки-
ми величинами с функциями принадлежности типа 
изображенной на рис. 5.  
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Рис. 5. Функция принадлежности для 6, 10, 11V  
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Методом статистических испытаний была по-
строена функция принадлежности для суммарных 
затрат, вид которой показан на рис. 6.  
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Рис. 6. Функция принадлежности для суммарных затрат 

 
Как видим, неопределенность в плановых объе-

мах существенно увеличивает величину затрат. Наи-
более возможным ее значением становится величина 

3 933FFf  , что на 60 % больше 2 450Ff   и на 

68 % больше minf . Следовательно, платой  за неопре- 

деленность является величина в 1 601 единицу сум-
марных затрат. Следует отметить, что это увеличе-
ние затрат является предсказуемым при условии ре-
шения задачи нечеткого программирования (5). 

Постановку задачи о планировании трудовых ре-
сурсов можно расширять и дополнять. Например, 
ввести нечеткость в функции Ф. В этом случае вы-
числение функций затрат будет проводиться по пра-
вилам нечеткой арифметики. Алгоритм решения за-
дачи при этом не изменится. Также вид функций Ф 
может быть самым разнообразным. Дополнительной 
сложности при решении это не добавит. 
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In paper we formulated a problem of optimal use of own and outside labor-power for loss minimization under uncertainty. Fuzzy programming 

problem was solved using a hybrid genetic algorithm. The results of calculations are analyzed. 
 
Keywords: optimal planning, dynamic programming, genetic algorithm, fuzzy programming 
 

Получено: 15.04.14 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages false
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




