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Таким образом, для произвольной биграммной 
матрицы может быть построен автомат  ′, имею-
щий биграммную матрицу, сколь угодно близкую к 
данной. При этом следует отметить, что теорема 6 
дает конструктивный способ построения такого ав-
томата. 
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значениях коэффициента теплоотдачи. 
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Теплоаккумулирующие материалы (ТАМ) с фа-
зовыми переходами «плавление – отвердевание» ус-
пешно используются в теплоэнергетике для тепло-
съема больших тепловых нагрузок котлов и про-
мышленных печей, тепловой защиты поверхностей 
различных устройств, стабилизации температурного 
режима в помещениях [1]. Функционирование ряда 
современных теплообменников и теплоутилизаторов 
основано на данном принципе. 

Для исключения растекания расплава ТАМ за-
ключаются в упругие оболочки-капсулы, размеры 
которых не препятствуют их свободному движению 
по трактам теплоносителей вместе с жидкостью или 
газом. В строительстве капсулы малых размеров 
включаются в состав штукатурки, наносимой на ог-
раждающие поверхности. Капсулы, как правило, 
имеют симметричную форму, обусловленную техно-
логиями их изготовления и применения. 

Капсулированные ТАМ характеризуются широким 
диапазоном значений воспринимаемых тепловых пото-
ков, в том числе слабых и знакопеременных. 

Моделирование фазовых переходов в ТАМ пред-
полагает решение двухфазной задачи Стефана [2], 
заключающейся в решении двух уравнений тепло-
проводности: 
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при следующих условиях Стефана на границе фазо-
вого перехода S: 

 температура непрерывна, т. е. 

    SzyxT  ,,,0 ,                       (3) 

 тепловой поток разрывен, т. е. 

ф н

T
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,                         (4) 

где c – массовая теплоемкость, Дж/(кг·К); ρ – плот-
ность, кг/м3; T – температура; τ – время, с; λ – коэф-
фициент теплопроводности, Вт/(м·К); V – скорость 
конвективного движения жидкой фазы, м/с; f – мощ-
ность внутренних источников теплоты, Вт/(м3); rф – 
теплота фазового перехода, отрицательная при плав-
лении и положительная при отвердевании, Дж/кг;           
uн – скорость движения фронта (граница фазового 
перехода), м/с; x, y, z – координаты пространства, м. 
Индексы «1» и «2» относятся соответственно к твер-
дой и жидкой фазам. 

Положение границы S определяется условием 
первого рода: 

    SzyxTzyxT  ,,,,,, * .               (5) 

Здесь T* – температура фазового перехода – вели-
чина постоянная для данного вещества. 

Кинетика фазового перехода не учитывается, 
предполагается мгновенное выделение теплоты на 

фронте фазового перехода в подготовленном слое с 
температурой Т* по всей толщине ∂n. 

При численном моделировании теплопроводно-
сти с фазовыми переходами в капсулированных 
ТАМ предпочтительнее, как показали исследования 
авторов, является явная конечно-разностная схема на 
неподвижной сетке. Выбор явной схемы объясняется 
нелинейностью уравнения теплопроводности из-за 
наличия фазовых переходов и зависимости теплофи-
зических характеристик обеих фаз от температуры. 
Выбор неподвижной сетки обусловлен алгоритмиче-
скими сложностями моделирования одновременного 
протекания в различных частях капсулы с ТАМ фа-
зовых переходов противоположного направления. 
При использовании на неподвижной сетке условия 
Стефана (4) и фиксированном шаге по пространству 
обычно производится итерационный подбор шага по 
времени на фронте фазового перехода из условия 

ф /
T

r
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где Δξ – шаг по пространству; Δτ – шаг по времени;         
ξ – координата, м. 

Условие (6) также предполагает наличие перед 
фронтом фазового перехода подготовленного слоя с 
толщиной Δξ температурой Т* по всей его толщине. 
При этом теплота на подготовку всего слоя с конечной 
толщиной Δξ до температуры Т* явно не учитывается. 

Из уравнения (6) следует, что при фиксирован-
ных разумных значениях Δξ на малых [λ(∂Т/∂ξ)] и 
больших rф, величина Δτ может оказаться настолько 
большой, что условие Куранта не будет выполняться 
и решение по явной конечно-разностной схеме ста-
новится неустойчивым [3]. В случае же применения 
неявной схемы возникают проблемы со сходимостью 
решения. 

Такая ситуация, в частности, возникает при сла-
бых тепловых потоках на поверхности капсулы, а 
также вблизи центра симметрии (шар), оси симмет-
рии (неограниченный цилиндр) или плоскости сим-
метрии (пластина при одинаковом двухстороннем 
теплообмене). 

Для решения данной проблемы авторами предла-
гается методика, основанная на рассмотрении в слое 
конечной толщины Δξ не только фазового перехода, 
но и процессов теплопроводности. 

Как показано в [2] для создания экономичных 
вычислительных алгоритмов, уравнение теплопро-
водности (1)–(2) и условия Стефана (3)–(5) могут 
быть сведены в одно уравнение теплопроводности. 

Задачей данного исследования являлось получе-
ние такого обобщенного уравнения, но с изменен-
ным условием (4) в части учета неизотермичности 
расчетного слоя конечной толщины Δξ с фазовым 
переходом. 

В капсулированных ТАМ симметричной формы 
температурное поле является одномерным и неста-
ционарным, т. е. 

  ,TT . 



Математика и механика  

 

15

Капсулы с ТАМ, как правило, имеют малые раз-
меры, поэтому свободная конвекция жидкой фазы в 
них практически не развивается. 

Основные допущения: 
 кинетика фазового перехода не учитывается; 
 скорость конвективного движения жидкой фазы 

равна нулю; 
 изменение объема капсулы от протекания в ней 

фазового перехода пренебрежимо мало, поэтому се-
точная область является стационарной. 

В обобщенном уравнении фазовый переход мож-
но рассматривать как локализованный внутренний 
источник теплоты. 

Для одномерного нестационарного температур-
ного поля с внутренними источниками (стоками) 
теплоты известно уравнение теплопроводности [2] 
вида 

v
k

k
q

TT
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.               (7) 

Здесь qv – удельная мощность внутренних источ-
ников (стоков) теплоты, Вт/(м3) 

при k = 0, ξ = x (плоская стенка);  
при k = 1, ξ = r (неограниченный цилиндр); 
при k = 2, ξ = r (сфера). 
Для случая локализованных (точечных) внутрен-

них источников (стоков) теплоты уравнение (7) пре-
образуется в виду 
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Для определения qv рассматривается элементар-
ный объем dWi, внутри которого одновременно про-
текает фазовый переход и изменяется температура на 
границе с исходной фазой. 

Введем дополнительный параметр: η – степень 
фазового перехода, численно равная массовой доле 
новой фазы в рассматриваемом объеме. 

За время dτ величина η в объеме dWi изменится на 
dη, и соответствующее выделение или поглощение 
теплоты при фазовом переходе в этом объеме будет 
равно 

ф ф 1 iQ r dW    . 

Мощность источника в объеме dWi 
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и удельная мощность 
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После подстановки (10) в (8) получаем 

ф 1

1 k
k

T T
c r
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ф 1

1 k
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T
c T r
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Для определения (∂η/∂τ) используем уравнение 
теплового баланса в расчетном неизотермическом 
слое ТАМ конечной толщины с фазовым переходом. 
Схема для составления этого уравнения представле-
на на рис. 1. Введем обозначение Tiτ – температуру 
на границе расчетного слоя с исходной фазой. 

 

 

Рис. 1. Схема для уравнения теплового баланса в расчетном слое на примере плавления сферы ТАМ: τ* – время достижения 
температуры фазового перехода T* на границе расчетного слоя с новой фазой [точка (I + 1)], с; Tiτ – температура на границе расчетного 
слоя с исходной фазой в момент времени τ; Tiτ* – значение температуры Tτ в момент τ*; ΔТτ – изменение температуры Tiτ за время Δτ; Si+1           
и Si – поверхности теплообмена расчетного слоя, проходящие через (i+1)-й и i-й узлы сетки, м2. Нумерация узлов сетки идет от начала 
координат в точке или на оси симметрии 
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Дополнительные допущения: 
 температура на границе с новой фазой в течение 

всего фазового перехода не изменяется и равна Т*; 
 фазовый переход в расчетном слое толщиной Δξ 

считается полностью законченным при выполнении 
условия η = 1 и Tiτ = Т*; 

 изменение температуры исходной фазы от Т* до 
Tiτ внутри расчетного слоя Δξ полагается линейным в 
силу малости его толщины. 

Отличительной особенностью предлагаемой ме-
тодики является то, что зона фазового перехода рас-
сматривается как изменяющаяся по времени от η = 0 
до η  = 1 часть расчетного слоя конечной толщины 
Δξ между i-м и (i+1)-м узлами сетки. 

Для этого слоя уравнение теплового баланса в 
каждый момент времени должно учитывать как теп-
лоту на изменение величины зоны фазового перехода 
с температурой T

*, так и теплоту на изменение тем-
пературы в зоне прогрева (охлаждения), где еще не 
начался фазовый переход. 

В соответствие с принятой расчетной схемой 
уравнение баланса теплоты записывается в следую-
щем виде:  

 вх вых ф ,iQ Q r m q                 (12) 

где Δτ – шаг по времени; mi – масса расчетного слоя, 
кг; Δη – изменение массовой доли новой фазы в рас-
четном слое за время Δτ; Qвх и Qвых – тепловые потоки 
на внешних границах расчетного слоя, Вт; qλ – тепло-
та, идущая на изменение температуры в зоне прогрева 
(охлаждения) расчетного слоя, Дж. Из рис. 1 

   1 ср 1

1
1 1

2i i iq c m T c m T       , 

где ΔТср – приращение средней температуры в зоне 
прогрева (охлаждения) за время Δτ. 
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Подстановка (13) и (14) в (12) дает приращение 
степени фазового перехода за время Δτ: 
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Откуда окончательно для подстановки в (11) 
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Так как во время фазового перехода в расчетном 
слое изменяется только температура Тiτ на границе с 

исходной фазой, то подстановка (15) в (11) оконча-
тельно дает следующую обобщенную форму расчет-
ного уравнения теплопроводности:  
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При решении уравнения (16) значения теплофи-
зических характеристик ТАМ в точках I + 1/2 рас-
четного слоя определяются по следующим усред-
ненным зависимостям: 

   21 1 ccc , 

где c1 и c2 – массовые теплоемкости фаз, Дж/(кгК); 
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11
, 

где ν1 и ν2 – удельные объемы фаз, (м3/кг). 
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Принятый способ определения теплофизических 
характеристик позволяет «сгладить» их скачки на 
фронте фазового перехода. 

Методика тестировалась по известному [4] анали-
тическому решению уравнения теплопроводности для 
однородной сферы при нестационарном режиме. Рас-
хождение результатов численного и аналитического 
решения составило менее 1 %. Методика также тести-
ровалась на классической однофазной задаче Стефана 
[2]. В этом случае максимальное расхождение полу-
ченных результатов составляло не более 3 %. 

Численный расчет проводился по явной конечно-
разностной схеме [3]. 

На рис. 2, 3 и 4 представлены результаты расче-
тов плавления капсулы сферической формы радиу-
сом rc = 5 мм при различных значениях коэффициен-
та теплоотдачи. В качестве ТАМ рассматривался             
н-парафин C18H38 (н-октадекан) с температурой плав-
ления T* = 301 К и теплотой фазового перехода                    
rф = 244 000 Дж/кг.  
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Здесь Т0 – начальная температура сферы; Токр – 
температура окружающей среды. В расчетах прини-
малось         Т0 = 263 К, Токр = 331 К. 
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Рис. 2. Изменение температуры по радиусу сферы при 

плавлении в различные моменты времени                                   
при α = 23 Вт/(м2·К) 

 

 
Рис. 3. Изменение температуры по радиусу сферы при 

плавлении в различные моменты времени                                 
при α = 120 Вт/(м2·К) 

 

 
Рис. 4. Изменение температуры в точке r/rc = 0,5 в течение 

времени плавления сферы при различных значениях             
коэффициента теплоотдачи 

 
Рис. 5. Изменение скорости движения фронта фазового 

перехода uн по радиусу сферы при различных значениях α 
 

Представленные результаты численного моде-
лирования фазовых переходов свидетельствуют об 
адекватности предложенной методики процессам, 
происходящим в капсулированных ТАМ. Методика 
позволяет использовать явную конечно-разностную 
схему на неподвижной сетке без ограничений шага 
по времени при фиксированном шаге по простран-
ству. 
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The phase transitions modeling in encapsulated thermal storage materials 
 
This article describes the method of designing the phase change processes of heat storage materials in capsules of different forms with a solid 

heat-conducting shell. The basis of the method is heat conductivity equation that is applied for one-dimensional nonstationary temperature area 
with internal heat sources. This equation is written for a fixed grid of the phase transition zones allocation and is proposed by the authors. Paraffin-
n-octadecane was considered as heat storage material. The profiles of temperature during melting of a spherical capsule at different times, the 
profiles of the phase transition front at different values of heat transfer coefficient are shown. 
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