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ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ С ТРЕЩИНАМИ 

 
Предлагается инженерный метод определения главных местных напряжений и упругопластических деформаций, основанный на вы-

явленных энергетических закономерностях деформирования материала вблизи вершины трещин в упругом и пластическом состояниях. 
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Создание высокопрочных материалов, обладаю-

щих, как правило, пониженной пластичностью, 
хрупкие разрушения элементов конструкций, рабо-
тающих, главным образом, в северных регионах, 
выдвинули проблему повышения трещиностойкости 
(вязкости разрушения) материалов в число важней-
ших.  

Разработка инженерных методов определения    
напряженно-деформированного состояния (НДС) 
имеет существенное значение, в частности, при фор-
мулировании критериев трещиностойкости. При раз-
работке предлагаемого метода использовали систем-
ный анализ НДС, положили в основу: упругие реше-
ния рассматриваемых задач [1, 2], выявленные 
энергетические закономерности деформирования 
материала в окрестности вершины трещины при уп-
ругом и пластическом состояниях, теорию упруго-
пластических деформаций, метод переменных пара-
метров упругости и оценку приемлемости предла-
гаемого метода. 

При нагружении элемента конструкции в окрест-
ности вершины трещины возникает трехосное НДС. 
При этом взаимосвязь главных напряжений σj (j = 1, 
2, 3) и упругопластических деформаций ej неодно-
значна, поскольку зависит от траектории нагружения 
в пространстве σj – ej. Это обстоятельство затрудняет 
разработку инженерных методов анализа НДС эле-
ментов конструкций с трещинами. В связи с этим 
напряженное состояние близи трещин обычно рас-
сматривается как одноосное, когда влияние главных 
напряжений σ2 и σ3 не учитывается, что снижает дос-
товерность получаемых результатов. Так, в работе 
[3] для взаимосвязи первых главных напряжений и 
деформаций в вершине надреза при пластическом σ1, 
е1 и упругом σ1е, е1е состояниях предложена зависи-
мость: 
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1 1
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Применение (1) приводит к заметным погрешно-
стям при определении напряжений σ1 и до 50 % за-

вышает упругопластические деформации е1 в вер-
шине концентратора. 

В соответствии с теорией упругопластических де-
формаций [4] экспериментальная кривая деформиро-
вания материала в интенсивностях напряжений σi и 
упругопластических деформаций ei не зависит от тра-
ектории нагружения и с достаточной точностью ап-
проксимируется линейной и степенной функциями: 

т тi i i ie eσ = σ  при σi ≤ σiт, 

( )т т
im

i i i ie eσ = σ  при σi ≥ σiт, 

где σiт, еiт – интенсивности напряжений и деформа-
ций, соответствующие пределу текучести материала; 
mi – показатель упрочнения. Аналогичным образом 
взаимосвязаны интенсивности номинальных напря-
жений σiн и деформаций еiн: 

н т н тi i i ie eσ = σ  при σiн ≤ σiт,  

( )н т н т
im

i i i ie eσ = σ  при σi ≥ σiт. 

Площади под кривыми σi–еi и σiн–еiн также явля-
ются независимыми величинами от траектории на-
гружения и представляют собой местную (в рассмат-
риваемой точке) и номинальную (в вершине трещи-
ны, но без учета эффекта концентрации) энергии 
изменения формы при упругом (σi, σiн < σiт): 

0,5Fe i iu e= σ ,  н н н0,5Fe i iu e= σ               (4) 

и упругопластическом (σi, σiн ≥ σiт) деформировании: 
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Рассмотрим закономерности деформирования ма-
териала в окрестности трещины с энергетических 
позиций. При упругом деформировании накаплива-
ются энергии изменения формы uFe и объема: 

(3)

(2)
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( )2
1 2 3

1 2
6Ve e e eu

E
− μ

= σ +σ + σ ,                (7) 

где μ – коэффициент С. Пуассона; Е – модуль упру-
гости. По мере развития пластических деформаций 
вблизи вершины трещины коэффициент μ → 0,5, а 
значение uVe → 0. При этом величины главных на-
пряжений σj уменьшаются. За счет этого происходит 
некоторая разгрузка пластической зоны и соответст-
вующие догрузка и увеличение энергии в упругой 
области нетто-сечения элемента конструкции. 
В упоминаемой выше работе Г. Нейбера отмечается, 
что в вершинах концентраторов напряжений энергии 
изменения формы при упругом и пластическом де-
формировании равны. С учетом изложенного равен-
ство энергий изменения формы при упругом и пла-
стическом деформировании: 

Fe Fu u=                                 (8) 

справедливо и для материала в окрестности вершины 
трещины как своего рода концентратора. С учетом 
изложенного взаимосвязь напряжений и деформаций 
в рассматриваемой точке нетто-сечения элемента 
конструкции с трещиной при пластическом и упру-
гом состояниях можно представить в независимой от 
траектории нагружения форме: 

i i

ie ie

e
F

e
σ

=
σ

,                               (9) 

где F – искомая функция. Совместно рассматривая 
(2)–(6), (8), (9) и заменяя в (5) i i ie iee F eσ = σ , после 
преобразований получаем: для номинально упругого 
деформирования: 

( ) ( ) ( )2
т0,5 1 0,5 1i i ie iF m m= + + − σ σ  при σiн ≤ σiт; 

         (10) 

для номинального упругопластического деформиро-
вания: 
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1
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u

⎡ ⎤− σ ⎛ ⎞σ
⎢ ⎥= − − ⎜ ⎟σ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 при σiн ≥ σiт.   (11) 

Анализ формулы (10) показал, что с ростом eiн до 
eiт значение F снижается от 1 до ~ 0,5. Из формулы 
(11) следует, что при дальнейшем росте eiн > eiт вели-
чина F1 от ~ 0,5 возрастает и в пределе стремится к 1. 
Используя соотношения (2), (3) и (9), получаем фор-
мулы для определения интенсивностей напряжений 
σi и упругопластических деформаций ei в рассматри-
ваемой точке нетто-сечения элемента конструкции с 
трещиной, выраженные через аналогичные величины 
σie, eie в предположении упругого деформирования: 
при σiн ≤ σiт: 

( ) ( )
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при σiн ≥ σiт 
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i i ie i F +⎡ ⎤σ = σ σ σ⎣ ⎦ ,                (14) 
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im
i i ie ie e F +⎡ ⎤= σ σ⎣ ⎦ .                (15) 

Для определения главных напряжений σj и упру-
гопластических деформаций ej при известных σi и ei 
используется метод переменных параметров упруго-
сти [5]: 

( )1 1 2 3* *e E= σ −μ σ +σ⎡ ⎤⎣ ⎦ , …, (1; 2; 3),      (16) 

где (1; 2; 3) – знак круговой перестановки индексов. 
Для переменных параметров упругости рекоменду-
ются формулы: 

( ) ( )
( ) ( )
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1 0,5 1

i i
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i i

e
e

− −μ σ +μ
μ =

+ −μ σ +μ
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( ) ( )

3 2 1
1 0,5 1

i i
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i i

e
E E

e
σ +μ

=
+ −μ σ +μ

, 

где тi i iσ = σ σ , тi i ie e e= . 
При переходе от упругого к местному пластиче-

скому деформированию отношения главных напря-
жений 2 2 1σ = σ σ  и 3 3 1σ = σ σ  вблизи вершины 
трещины изменяются. Для определения 3σ  рекомен-
дуется предварительно использовать упругое реше-
ние соответствующей задачи, а для получения 2σ  
реализовано предложение Г. Нейбера о выполнении 
в концентраторе условия местной плоской деформа-
ции для «дополнительного» напряжения 

1д 1 нiσ = σ −σ : 

( ) ( )2 3 н1 * i iE Eσ = μ + σ −μ σ σ .            (18) 

С учетом этого можно определить главные на-
пряжения в рассматриваемой точке нетто-сечения 
вблизи вершины трещины: 

    ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3 30,5 1 1i

⎡ ⎤σ = σ −σ + σ −σ + σ −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 

2 2 1σ = σ σ , 3 3 1σ = σ σ .   

Главные упругопластические деформации ej (j = 1, 
2, 3) в этой же точке вычисляются по соотношениям 
(16). 

Пример реализации предлагаемого метода 
Постановка задачи: определить главные напря-

жения σi и упругопластические деформации ei в за-
данной координатой r = 5·10–4а точке нетто-сечения 
балки с трещиной (рисунок). Относительный размер 
трещины 0,3l aλ = = . Материал балки сталь 45               
(σт = 480 МПа; σв = 675 МПа; δ = 6,7 %; ψ = 46,2 %;      
Е = 2,04·105 МПа; μ = 0,3). 

 

(17)

(19)
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Схема нагружения балки в условиях поперечного изгиба 

 
По методике [6] вычисляем параметры аппрокси-

мации (1): σiт = σт = 480 МПа, ( )т т2 1 3i ie E= +μ σ =     
= 0,204 % , интенсивности напряжений и деформаций 
при разрушении образца стали 45: ( )к в1 1,4iS = + ψ σ =  

1112 МПа,=  ( ) 1
к ln 1 61,99 %,ie −= −ψ =  к кi i im lg S lg e= = 

0,147.=  Интенсивности номинальных напряжений 

и деформаций: ( )2
н и6 240 МПаi M t a lσ = − = , 

н н т 0,5i i iσ = σ σ = ; ( )н н2 1 3 0,102 %i ie E= +μ σ = , 

н н т 0,5i i ie e e= = . В соответствии с упругим реше-
нием [7] при λ = 0,3 по формулам (13) получаем 
коэффициент интенсивности напряжений 

1 н0,513K l= σ π . Зная координату рассматривае-
мой точки 45 10r a −= ⋅ , вычисляем отношение 

( )1 1167l r a r= −λ λ = . Представляем главные на-
пряжения в предположении упругого деформиро-
вания и справедливости условия местной                   
плоской деформации 1 1 2 2974 МПаe K rσ = π = , 

2 1 892 МПаe eσ = μσ = , 3 0eσ ≈  и их интенсивность 
2

11 2643 МПаie eσ = −μ +μ σ = . По формуле (10) 
получаем F = 0,592. По решениям (12) и (13) вычис-
ляем интенсивности напряжений σi = 694 МПа                   
( iσ  = 1,444) и упругопластических деформаций              
ei = 2,52 % ( ie  = 12,2). Используя формулы (17), на-
ходим значения переменных параметров упругости: 
μ* = 0,473; Е* = 0,274·105 МПа. По формуле (18) по-
лучаем 2σ  = 0,459. Главные напряжения вычисляем 
по формулам (19): σ1 = 800 МПа; σ2 = 367 МПа;                  
σ3 = 0. Главные упругопластические деформации 
находим по соотношениям (16): е1 = 2,29 %; е2 = 0;      
е3 = –1,83 %. 

Известное [8] решение Дж. Хатчинсона, Дж. Рай-
са и Г. Розенгрена, основанное на концепции незави-
симости джей-интеграла и единой модели нелинейно 
упругого материала при активном нагружении и раз-

грузке, неприемлемо для проверки предлагаемого 
метода, поскольку в последнем используется модель 
упругопластического деформирования (1) реальных 
материалов. С учетом этого для оценки приемлемо-
сти предлагаемого метода использованы известные 
формулы Н. А. Махутова, полученные путем анали-
тического описания результатов экспериментов. 
В интенсивностях напряжений и упругопластиче-
ских деформаций формулы можно представить сле-
дующим образом: 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )н т н

2 1
н н

1 1 1 1 1
н т т

,
i i

i i i i i i i ie i i

m m
i ie i

i m m n m m m
i i ie i

+

− + − −σ σ +σ σ +

σ σ σ
σ =

σ σ σ σ
(20) 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )н т н

2 1 1 1
н н н т

1 1 1
т

i i i

i i i i i ie i

m m m
i ie i i i

i n m m
ie i

e + − +

− −σ σ +σ σ +

σ σ σ σ
σ =

σ σ
,    (21) 

где ni = 0,56 – параметр. Для принятых исходных дан-
ных, используя (20) и (21), получаем σi = 699 МПа              
и ei = 2,62 %, что хорошо согласуется с ранее полу-
ченными значениями σi = 694 МПа, ei = 2,52 % 
и подтверждает приемлемость предлагаемого метода. 
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