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Например, при использовании в передаче гибкого 
элемента (ПВР-1) закон движения точек плунжера 
можно описать уравнениями 

( ) ( ) cos ,

( ) ( )sin ,
p K

p K

x r

y r

ϕ = ϕ ϕ⎧⎪
⎨ ϕ = ϕ ϕ⎪⎩

 (4) 

где ( ) С
ЗК0,5K iϕ = π−ϕ  – угол, на который повора-

чивается зубчатое колесо за время контакта с плун-
жером; 0( ) cos 2r eϕ = ϕ  – закон движения точек 
плунжера в неподвижных осях зубчатого колеса. 

Результат решения (2) для ПВР-1 представлен на 
рис. 2. Решение (1) дает срα 0,647 рад. 37,07 .= = °   

Коэффициенты смещения инструмента при изго-
товлении плунжеров определяются из выражения [3] 

( )1 П ср0,5 cos cos 1 ,x Z K= α α −  (5) 

а при изготовлении колеса – из зависимости 

( )2 1 2 0 2 .x x k m e k m= − −  (6) 

Например, решение (5) и (6) для ПВР-1 с 2 2,k =  

0 7,0 ммe =  и П 54Z K =  дает 1 2,3;x =  2 2,18.x =  
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аиболее важной предварительной задачей, 
решаемой при моделировании физических 
процессов методами конечных и граничных 

элементов, является дискретизация области модели-
рования – представление ее совокупностью геомет-
рических симплексов. Для реализации метода гра-
ничных элементов (МГЭ) в пространственном случае 
необходимо разбить внешнюю поверхность области 
на треугольники или элементы другой формы таким 
образом, чтобы полученная дискретизация наилуч-
шим образом соответствовала специфике решаемой 
задачи. Необходимость дискретизации поверхности 
трехмерного объекта возникает и при моделирова-
нии методом конечных элементов (МКЭ) в ходе про-
странственной триангуляции с использованием ме-
тодов исчерпывания. В задачах моделирования пла-
стического формоизменения дискретизации 
поверхности может применяться как к заготовке на 
разных этапах деформации, так и к штамповочному 
инструменту.  

Источником пространственной геометрии, как 
правило, выступают широко распространенные сис-
темы автоматизированного проектирования (Auto-
CAD, SolidWorks, КОМПАС-3D и др.), экспорти-
рующие ее напрямую в прикладные библиотеки или 
в файлы распространенных форматов, например, 
в формат STL (STereo Litography). Качество полу-

чаемой таким путем поверхностной триангуляции не 
соответствует требованиям имитационного модели-
рования, так как она ориентирована только на визуа-
лизацию и содержит большое количество узких или 
достаточно крупных треугольников, что видно по 
модели поковки на рис. 1. Для стабильности расче-
тов форма элементов должна стремиться к правиль-
ной (равносторонний треугольник), а размеры долж-
ны быть относительно небольшими и согласовывать-
ся c заданным пользователем шагом триангуляции h 
(средняя длина ребра элемента сетки – длина сторо-
ны треугольника). 

 

 

Рис. 1. Поверхностная триангуляция,  
импортированная из КОМПАС-3D 
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В данной работе предлагается способ улучшения 
поверхностной триангуляции, предназначенной для 
использования в целях моделирования пластическо-
го формоизменения методами граничных и конеч-
ных элементов. При этом считается, что плоскости, 
образующие исходную триангуляцию, не должны 
модифицироваться и их преобразование с целью 
сглаживания (как, например, Butterfly scheme [1]) не 
требуется. 

Исходная триангуляция поверхности после им-
порта представляет собой неструктурированную со-

вокупность треугольников 
1

,
Tn

i
i

T t
=

=U  каждый из ко-

торых описывается вершинами и нормалями к по-
верхности в них: ( ), ,i i it V N=  где ( )1 2 3, ,i i i iV v v v=  – 

вершины треугольника; ( )1 2 3, ,i i i iN n n n=  – нормали 
поверхности в них. Множество совпадающих вер-
шин треугольников в терминах триангуляции при-
нято называть узлом сетки. Для успешного по-
строения адаптированной к моделированию триан-
гуляции первоначально необходимо проверить 
условие целостности образованной треугольниками 
полигональной поверхности: в каждом узле исход-
ной сетки отрезки, являющиеся сторонами тре-
угольников, содержащих данный узел, встречаются 
ровно два раза. Если указанное условие не выпол-
няется в отдельных узлах, производится «сшива-
ние» поверхности путем совмещения с ближайшим 
аналогичным узлом.  

Далее для каждого из треугольников it  исходной 
триангуляции (рис. 2, а) на основе координат узлов 
производится определение уравнения плоскости ви-
да 1 0.i i iA x B y C z⋅ + ⋅ + ⋅ + =  Треугольники, имею-

щие одинаковые с точностью до 5ε 10−=  коэффици-
енты в уравнении, объединяются в полигоны – пло-
ские многоугольники (рис. 2, б). Границами 
полигонов являются стороны треугольников, встре-
чающиеся в пределах такой плоскости однократно 
в отличие от сторон треугольников, лежащих внутри 
полигона, которые встречаются дважды. 

 

а б 

в г 

Рис. 2. Последовательность улучшения  
триангуляции полигона 

Найденные границы полигонов объединяются 
в замкнутые контуры, служащие в дальнейшем 
в качестве границ областей плоской триангуляции 
(рис. 3). Полученные полигоны могут иметь доста-
точно сложную форму (как показано на рис. 2), но 
присутствуют и простейшие полигоны (треугольни-
ки или четырехугольники), которые невозможно 
объединить с другими ввиду сильно отличающегося 
уравнения плоскости. 

 

 
Рис. 3. Поверхностная триангуляция  

после объединения в полигоны 

Для триангуляции плоских областей может при-
меняться широкий круг методов, общая классифика-
ция которых приведена в работе [2], но в случае об-
ластей сложной формы с ограничениями наиболее 
часто используются методы на основе критерия Де-
лоне и методы исчерпывания (англ. “advancing 
front”). Авторами для двумерной триангуляции ис-
пользуется алгоритм, изложенный в работах [3, 4], 
основанный на методах исчерпывания. При этом до 
построения элементов необходимо выполнить ряд 
предварительных преобразований. Каждый отрезок, 
являющийся частью границы полигона, необходимо 
разбить на ряд более мелких отрезков, соединяю-
щихся в узлах новой сетки, – таким образом подго-
тавливается исходный фронт для применения метода 
двумерной триангуляции. Количество узлов у совпа-
дающих отрезков границ, относящихся к разным 
полигонам, должно быть одинаковым. С этой целью 
производится двухэтапное определение делителя 
каждого отрезка. На первом этапе делитель ,ik  за-
дающий шаг узлов i i im l k=  на некотором отрезке i, 
рассчитывается только исходя из геометрии полиго-
на. При этом учитываются длина отрезка il  и шаг 
триангуляции h: делитель определяется как округ-
ленное до целого числа отношение его длины к шагу 
триангуляции: .i ik l h=  В случае коротких отрез-
ков с длиной менее двух шагов триангуляции, 

2 ,il h<  выбирается минимальный делитель 2.ik =  
На втором этапе согласуются делители совпадающих 
в пространстве отрезков разных полигонов, выбира-
ется наибольший из них. На рис. 2, в показаны узлы 
сформированного исходного фронта плоской триан-
гуляции того же полигона. 

После разбиения отрезков границ в соответствии 
с найденным делителем следует непосредственно 
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триангуляция каждого из полигонов объекта. По-
скольку проводить ее на плоскости в двумерной сис-
теме координат значительно проще, чем в простран-
стве, то целесообразно выполнить поворот полигона 
таким образом, чтобы он стал параллелен коорди-
натной плоскости XOY, и дальнейшие преобразова-
ния выполнять как в случае двумерной триангуля-
ции. Для этого каждый узел P ломаной линии, обра-
зующей границу полигона, поворачивается вокруг 
осей X и Y путем умножения вектора его координат 
на матрицу поворота: .hP MP=  При расчете матрицы 
поворота полигона M используется нормаль (пер-
пендикуляр к плоскости), определяемая как 

( ) ( ), , , , ,x y zn n n n A B C= =  где , ,A B C  – коэффици-
енты уравнения плоскости полигона. Итоговая мат-
рица поворота является произведением матриц пово-
рота вокруг оси X на угол α  (рис. 4, а) и оси Y на 
угол β  (рис. 4, б): 

,y xM M M=  

cos 0 sin
0 1 0 ,

sin 0 cos
yM

β − β⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟β β⎝ ⎠

 
1 0 0
0 cos sin .
0 sin cos

xM
⎛ ⎞
⎜ ⎟= α α⎜ ⎟
⎜ ⎟− α α⎝ ⎠
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Рис. 4. Схема поворота плоскости  
с использованием нормали 

Угол поворота вокруг оси X рассчитывается по 

формуле arctg ,y

z

n
n

α = −  а угол поворота вокруг оси Y – 

как 1

1
arctg ,x

z

n
n

β =  где 1 .xn M n=  

Полученный в результате поворота в пространст-
ве полигон поддается традиционным методам дву-
мерной триангуляции с условием неизменности ко-
ординаты Z его узлов. Пример выполнения триангу-
ляции полигона приведен на рис. 2, г. Необходимо 
отметить, что производить полноценную двумерную 
триангуляцию полигонов необходимо только в слу-
чае областей сложной формы, а также если на каж-
дом отрезке границы присутствует несколько узлов 
сетки. Если же форма полигона элементарна, напри-
мер, вытянутый треугольник или четырехугольник 
с короткой стороной, содержащей 1-2 промежуточ-
ных узла, то более рационально проводить разбиение 

по шаблону. Примеры двух шаблонов разбиения 
простейших полигонов показаны на рис. 5. 

После триангуляции полигона на плоскости по-
лученную сетку следует поместить на ее место 
в пространстве, для чего все найденные узлы новой 
сетки должны быть подвергнуты преобразованию 
путем умножения вектора координат на матрицу об-
ратного поворота ,hP M P′ ′=  где 

,x yM M M′ ′ ′=  

1 0 0
0 cos sin ,
0 sin cos

xM
⎛ ⎞
⎜ ⎟′ = α − α⎜ ⎟
⎜ ⎟α α⎝ ⎠

 
cos 0 sin

0 1 0 .
sin 0 cos

yM
β β⎛ ⎞

⎜ ⎟′ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟− β β⎝ ⎠

 

 

 
Рис. 5. Примеры разбиения простейших полигонов  

по шаблону 

Полученная в итоге поверхностная триангуляция 
(пример приведен на рис. 6) в значительно большей 
степени, чем исходная (см. рис. 1), соответствует 
требованиям моделирования методом граничных 
элементов, поскольку размер элементов не превос-
ходит шага триангуляции и их форма ближе к пра-
вильной. 

 

 
Рис. 6. Окончательная поверхностная триангуляция 

Также полученная триангуляция поверхности 
может применяться как исходный фронт трехмерной 
дискретизации пространства методами исчерпыва-
ния для имитационного моделирования методом ко-
нечных элементов. 
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УСЛОВИЯ РАВНОПРОЧНОСТИ ЗУБЬЕВ КОЛЕС  
И МЕХАНИЗМА СНЯТИЯ ДВИЖЕНИЯ С САТЕЛЛИТОВ  
ПЛАНЕТАРНОЙ ПЕРЕДАЧИ ТИПА K-H-V 

 
 

 широко используемых на практике плане-
тарных механизмах с внутренними зацепле-
ниями колес (передачи типов K-H-V и 2K-Н) 

приведенные радиусы кривизны зубьев имеют боль-
шое значение, поэтому прочность зацепления лими-
тируется, как правило, напряжениями изгиба зубьев. 
Нагрузочная способность  роликового механизма 
снятия движения с сателлитов передачи типа K-H-V 

определяется контактной прочностью сопряжения 
ролик-сателлит (при длине площадки контакта роли-
ка с двумя дисками, принимаемой равной длине 
площадки его контакта с сателлитом) [1]. 

С учетом этого установим условия равнопрочно-
сти этих элементов зубчато-роликовой передачи ти-
па K-H-V, являющейся наиболее эффективной из 
указанных планетарных передач (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Зубчато-роликовая планетарная передача типа K-H-V 

Расчет зубьев колес на изгибную прочность осу-
ществляется по известной зависимости [2] 

lim .t F F F
F FL F

F

F Y K
K K

bm S Σ
Ψ σ

σ = ≤  (1) 

Здесь b – ширина венца одного сателлита; m – мо-
дуль зацепления; YF – коэффициент формы зуба; KF – 

коэффициент, учитывающий неравномерность рас-
пределения нагрузки по сателлитам и длине их зубь-
ев, динамику передачи, уменьшение высоты зубьев 
для предотвращения явления интерференции их 
профилей; Ψ – коэффициент многопарности зацеп-
ления, показывающий, какая доля нагрузки прихо-
дится на наиболее нагруженный зуб; KFL – коэффи-
циент долговечности; SF – коэффициент запаса проч-

В 




