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В качестве начального приближения для скоро-
стей частиц берутся скорости газа. Параметры час-
тиц принимаются такими же, как на поверхности 
вдува. Далее в зависимости от характера течения 
имеются два варианта алгоритма решения данной 
задачи. 

1-й вариант. В рассматриваемой области нет зон с 
возвратным (циркуляционным) течением. В этом 
случае реализуется маршевый по продольной коор-
динате алгоритм. Итерации по точкам проводятся по 
поперечной координате. В качестве , ,,si j si jB C  снача-

ла берутся значения 0 0, .s sB C  Затем проводятся ите-
рации по уточнению положения точки 0 на диагона-
ли каждой ячейки и решаются уравнения (6), (10) для 
числа частиц , .si jN  После этого решаются уравнения 
(8) по схеме (9) в каждой точке ,i j  и уточняются 
значения , ,, .si j si jB C  В этом варианте в памяти ЭВМ 
хранятся параметры частиц на слое i и на слое (i – 1). 

2-й вариант. В расчетной области имеются зоны 
с возвратным течением. В этом случае итерации по 
точкам проводятся во всей расчетной области. Тре-
бования к памяти ЭВМ в этом варианте значительно 
выше, чем в первом варианте. Для достижения не-

вязки по уравнению неразрывности 4~ 10−  требуется 
всего около 15 глобальных итераций. 

Изложенный численный метод позволяет рассчи-
тывать поля скоростей газовой и дисперсной фаз, 
траектории движения частиц (из решения уравнений 
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 при найденных ,l lU V ), массовый поток 

осаждающихся на стенки частиц, эволюцию спектра 
размеров частиц. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ДЕСКРИПТОРНОГО УРАВНЕНИЯ  
В СЛУЧАЕ ДВУХШАГОВОЙ ДЕКОМПОЗИЦИИ 

 
 

адача Коши для дескрипторного уравнения 
(дифференциального уравнения с необрати-
мым оператором при производной) решалась 

многими авторами. Значительные результаты полу-
чены С. Г. Крейном, Г. А. Свиридюком, В. Е. Фёдо-
ровым, А. Г. Баскаковым, К. И. Чернышовым, 
В. Ф. Чистяковым, А. А. Щегловой, Н. А. Сидоро-
вым и их учениками. 

В работах С. П. Зубовой [1, 2] решена задача Ко-
ши с фредгольмовским и нётеровым операторами 
при производной методом каскадного расщепления 
исходного уравнения на уравнения в подпространст-
вах с применением на каждом этапе процедуры диф-
ференцирования, что требовало определенной глад-
кости коэффициентов уравнения. 

В работе [3] рассматривался частный случай одно-
го этапа декомпозиции, производимого способом, не-
сколько отличным от способа, применяемого в [4, 5]. 
При предложенной в [6] декомпозиции снижаются 
требования на гладкость коэффициентов уравнения. 

В настоящей работе рассматривается случай двух 
этапов каскадной декомпозиции дескрипторного 

дифференциального уравнения методом, предложен-
ным в [7]. 

Решение задачи Коши для дескрипторного 
уравнения 
Рассматривается уравнение  

( ) ( ) ( ) ( )du tA B t u t F t
dt

= +  (1) 

с начальным условием  

0
1(0) ,u u E= ∈  (2) 

где 1 2, ( ) :A B t E E→  – линейные замкнутые операто-

ры, 1,E  2E  – банаховы пространства, 1dom  ,A E=  
dom ( ) dom ,B t A=  ( )F t  – заданная вектор-функция 
со значениями в 2 ,E  0 ;t T≤ ≤  A – фредгольмовский 
оператор. 

Рассматриваются вопросы существования и един-
ственности решения задачи (1), (2), а также построе-
ние решения. 

З 
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Под решением задачи (1), (2) подразумевается 
дифференцируемая на [ ]0;T  функция ( ),u t  удовле-

творяющая уравнению (1) при всех [ ]0;t T∈  и усло-
вию (2). 

Для решения поставленной задачи используются 
следующие свойства фредгольмовского оператора.  
Имеют место разложения в прямые суммы:  

1 Coim Ker ,E A A= ⊕   2 Im Coker ,E A A= ⊕  (3) 

где Coker A  – дефектное подпространство, Coim A  – 
прямое дополнение к ядру Ker A  в 1,E  

dim Ker dim Coker .A A= < ∞  Сужение A%  оператора 
A на подпространство Coim dom A A∩  имеет огра-
ниченный обратный 1.A−%  

Вводятся проекторы 0P  и 0Q  на Ker A  
и Coker A  соответственно, отвечающие разложени-
ям (3), и оператор ( )1

0 ,A A I Q− −= −%  называемый 

полуобратным, :  Im Coim dom A A A A− → ∩  [8]. 
Шаг 1. Произведем декомпозицию уравнения (1). 

В силу фредгольмовости оператора A функция ( )u t  
раскладывается на элементы в подпространствах:  

( )0 0( ) ( ) ( ),u t P u t I P u t= + −  (4) 

и уравнение (1) записывается как уравнение 

( ) ( )0
0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

d I P u t
A B t I P u t B t P u t F t

dt
−

= − + +  (5) 

Далее к уравнениям вида  

2,Av w w E= ∈  (6) 

применяем следующий результат [9–12]: 
уравнение (6) эквивалентно системе  

( )0

0

,
0.

I P v A w
Q w

−⎧ − =⎪
⎨

=⎪⎩
 

При этом 0P v  остается произвольным элемен-
том ядра Ker .A  

Поэтому уравнение (1) равносильно системе  

( )

( )
( )

0

0 0

0 0 0 0 0

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

d I P u t
dt

A B t I P u t A B t P u t A F t

Q B t I P u t Q B t P u t Q F t

− − −

⎧ −
=⎪

⎪⎪= − + +⎨
⎪ − + + =⎪
⎪⎩

 (7) 

Дальнейшая цель: выразить с помощью  второго 
соотношения в (7) элемент 0 ( )P u t  через ( )0 ( ),I P u t−  
затем решить первое уравнение в (7) относительно 
( )0 ( ),I P u t−  далее определить )(tu из равенства (4). 

Рассмотрим второе уравнение в системе (7): 

( ) ( )0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q B t P P u t Q B t I P u t Q F t= − − −  (8) 

(так как 2
0 0P P= ). 

Пусть оператор 1 0 0( ) ( ) : Ker Coker A t Q B t P A A= →  
необратим в Ker .A  Тогда он является фредгольмов-
ским при каждом [ ]0;t T∈  как конечномерный опера-
тор, следовательно, справедливы разложения:  

1 1

1 1

Ker Coim ( ) Ker ( ),
Coker Im ( ) Coker ( ).

A A t A t
A A t A t
= ⊕
= ⊕

 (9) 

Сужение 1( )A t%  оператора 1( )A t  на подпростран-
ство 1 1Coim ( ) dom ( )A t A t∩  имеет ограниченный при 

каждом [ ]0;t T∈  обратный оператор 1
1 ( ).A t−%  

Введем проекторы 1( )P t  и 1( )Q t  на 1Ker ( )A t  
и 1Coker ( )A t  соответственно, отвечающие разложе-

ниям (9), и оператор ( )1
1 1 1( ) ( ) ( ) ,A t A t I Q t− −= −%  

1 1 1 1( ) : Im ( ) Coim ( ) dom ( ).A t A t A t A t− → ∩  
Шаг 2. Произведем декомпозицию уравнения (8). 

Оно равносильно, как уравнение вида (6), системе  

( )

( )

0 1 0 0

1 0 1

1 0 0 1 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.

P u t A t Q B t I P u t

A t Q F t P t u t
Q t Q B t I P u t Q t Q F t

−

−

⎧ = − − −
⎪⎪− +⎨
⎪ − + =⎪⎩

 (10) 

Теперь задача: выразить с помощью  второго со-
отношения в (10) элемент 1( ) ( )P t u t  через 

( )0 ( ),I P u t−  определить 0 ( ),P u t  затем решить первое 

уравнение в (7) относительно ( )0 ( ),I P u t−  далее оп-
ределить ( )u t  из равенства (4). 

Пусть ( )1 0 0( ) ( )Q t Q B t I P−  – сильно непрерывно 
дифференцируемый оператор, а 1 0( ) ( )Q t Q F t  – не-
прерывно дифференцируемая функция. Дифферен-
цируем второе равенство последней системы по t. 
Имеем:  

( )

( )

1 0
0

0 1 0
1 0

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0.

dQ t Q B t
I P u t

dt
d I P u t dQ t Q F t

Q t Q B t
dt dt

− +

−
+ + =

 
(11)

 

Подставив первое равенство системы (10) в пра-
вую часть первого равенства системы (7) и  получен-
ное таким образом равенство – в равенство (11), по-
лучим уравнение  

( ) ( )2 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),A t P t u t S t I P u t K t F t= − − −  (12) 

где 

2 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( );A t Q t Q B t A B t P t−=  
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) ( )

1 0

1 0 1 0 0

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

dQ t Q B t
S t

dt

Q t Q B t A B t I A t Q B t I P− −

⎛= +⎜
⎝

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

 

( )

1 0
1 0

1 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

dQ t Q F t
K t F t Q t Q B t

dt
A F t A B t A t Q F t− − −

= + ×

× −
 

Пусть оператор 2 1 1( ) : Ker ( ) Coker ( )A t A t A t→  об-
ратим при каждом [ ]0; .t T∈  Из уравнения (12) имеем:  

( )1 1
1 2 0 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P t u t A t S t I P u t A t K t F t− −= − − −  (13) 

Подставив выражение (13) в первое равенство 
системы (10), а полученное таким образом выраже-
ние для функции 0 ( )P u t  – в первое уравнение систе-
мы (7), получим уравнение для нахождения функции 
( )0 ( ) :I P u t−   

( ) ( )0
0

( )
( ) ( ) ( )F

d I P u t
T t I P u t T t

dt
−

= − +  (14) 

в обозначениях:  

( )0
ˆ( ) ( ) ( ) ;T t A B t S t I P−= −  

ˆ( ) ( ) ( ) ( ),FT t A B t F t A F t− −= +  

где ( ) ( )1
1 0 2 0

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;S t I A t Q B t A t S t I P− −= − − −  

 ( )1
1 0 2

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .F t A t Q F t A t K t F t− −= − +  

Из условия (2) получаем условие для ( )0 ( ) :I P u t−  

( ) ( ) 0
0 0(0) .I P u I P u− = −  (15) 

Справедлива следующая теорема. 
Теорема. Пусть оператор ( )0( )T t I P−  – ограни-

ченный и сильно непрерывный по [ ]0;t T∈  и функция 

( )FT t  непрерывна на [ ]0; .T  Существует решение 
задачи (1), (2) в том и только в том случае, когда 
выполняются условия  

0 0( ) ( ) ( ) 0,Q B t u t Q F t+ ≡  

( )1 0 0 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,Q t Q B t I P u t Q t Q F t− + ≡  (16) 

0 .t T≤ ≤  

При выполнении этих условий решение ( )u t  един-
ственно и имеет вид  

( ) 0
0

0

( )

ˆ ˆ( ) ( ,0) ( , ) ( ) ( ),
t

T T F

u t

S t V t I P u V t T d F t

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + τ τ τ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 
(17)

 

где ( , )TV t τ  – эволюционный оператор, производя-
щим оператором которого является оператор 

( ) ( )0( ) Coim .T t I P L A− ∈  
Справедливость теоремы  следует из равенств (4), 

(8), (13), уравнения (14), условия (15) и применения 
к решению задачи (14), (15) результатов из [13]. 

Условия (16) с 0t =  

( )

0
0 0

0
1 0 0 1 0

(0) (0) 0,

(0) (0) (0) (0) 0

Q B u Q F

Q Q B I P u Q Q F

+ =

− + =
 (18) 

называют условиями согласования.  
Следствие. Решение задачи (1), (2) существует 

только при выполнении условий согласования. 
ЗАМЕЧАНИЕ. Если оператор iA  нулевой 

( 1,2i = ), то ( ) ,iP A I=  ( ) ,iQ A I=  0,iA− =  и процесс 
расщепления пространств продолжается дальше. 
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