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Construction of Optimal Routing Algorithm in Regional System of Fuel Supply 

The paper presents statement of optimal routing task in the regional system of fuel supply. The complex routing algorithm based on application 
of genetic algorithm is proposed. This task was solved in development of the republican specified purpose program on transition of the Udmurt fuel 
supply system to local renewable fuels. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ РЕГИОНАЛЬНОЙ  
ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ 

 
Рассматривается алгоритм решения задачи оптимального управления региональной экономической системой. Приводятся резуль-

таты решения задачи оптимального управления на примере Удмуртской Республики. Показано, что оптимальное управление, устраняя 
дисбаланс между факторами производства, приводит к существенному повышению эффективности. 
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Математическая модель экономической 
системы региона  

 качестве показателей макроэкономической 
системы региона примем объем валового 
регионального продукта (ВРП) Y, стоимость 

производственного капитала K, человеческого капи-
тала H, объемы инвестиций в производственный ка-
питал I, человеческий капитал J, объем потребления 
C и доходы регионального бюджета D. Соответст-
вующий паспорт неизвестных задачи имеет вид 
( ), , , , , , ,

t
Y K H I J C D  t – время. Для описания дина-
мики производственного капитала и человеческого 
капитала используем эволюционные уравнения, рас-
смотренные в работах [1, 2]; здесь η  и χ  – коэффи-
циенты выбытия производственного и человеческого 
капитала соответственно; ε  – усредненная по всем 
возрастам доля населения, участвующего в общест-
венном производстве.  

Общая постановка задачи макроэкономической 
динамики включает в себя следующие соотноше-
ния [3]: 

,FE Y T N R I J C B= + − − = + + −  (1) 

0 1,k h bs s s s+ + − =  (2) 

( ), ,Y F K H AK Hα β= =   1,α +β =  (3) 

0 ,C s E=   ,kI s E=   ,hJ s E=   ,bB s E=  

,RT Y= νρ υ   ,F FN Y= ρ υ  (4) 

( ), ,E F K H= ω   ( )1 1 ,F R F⎡ ⎤ω = + υρ ν ρ ρ −⎣ ⎦  

( )1 .RD Y= + ν ρ υ  (5) 

( ) ( ) ( ) ,kK t s E t K t= −η  ( )0 0 ,K K t=  ( );T TK K t=   (6) 

( ) ( ) ( ) ,hH t s E t H t= ε − χ   ( )0 0 ,H H t=  

( );T TH H t=  (7) 

( ) ( ) ( ) ,bZ t s E t Z t= −σ   ( )0 0 ,Z Z t=  

( );T TZ Z t=   ( ) ( ) ( ).R t p Z t= + σ  (8) 

Алгоритм решения задачи оптимального  
управления региональной экономической  
системой 
Рассмотрим задачу оптимального управления, 

взяв за основу постановку задачи (1)–(7): 

( ) ( )0

0

0 , max,
Tt

t t

s
t

Cr s F k h e dt−δ −

∈Ω
= λω →∫  (9) 

где положим 0 const;s =  0;bs =  

( ) ( ) [ ] 0, : 0;1 , 1 .l k h l l
l

s s s s s s s⎧ ⎫Ω = = = ∈ = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  (10) 

Используя свойство линейной однородности про-
изводственной функции Кобба – Дугласа, запишем 

В 
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фазовые уравнения удельной величины производст-
венных фондов k K L=  и человеческого капитала 
h H L=  в виде 

( ), ,k kk s F k h k= ω − γ   ( ), ,h hh s F k h h= εω − γ  (11) 

где ( ) ( ), , ;F k h F K H L=  ;k L Lγ = η+  

.h L Lγ = χ +  
Гамильтониан задачи имеет вид 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
0, , , ,

, , .

t t

k k k h h h

s x t s F k h e

s F k h k s F k h h

−δ −Η ψ = λω +

+ ψ ω − γ +ψ εω − γ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 
(12)

 

В соответствии с принципом максимума Понтря-
гина в обозначениях ( )0t tq eδ −= ψ  получаем: 

( ) ( )

( ) ( )

0arg max , , , arg max ,

, , .

o

s s

k k h h

s q s x t s F k h

q s F k h q s F k h
∈Ω ∈Ω

= Η = λω +⎡⎣

+ ω + εω ⎤⎦

 
(13)

 

Определение оптимального управления сводится 
к решению линейной задачи математического про-
граммирования для каждого момента времени: 

( )0 0 0,
max 1 ,

k h
k k h h ms s

s q s q s Qs s Q sλ + + ε = → = λ + −  (14) 

0 1,k hs s s+ + =  (15) 

где Qs  – скалярное произведение векторов 

( ) ( ), , , ,k h k hQ Q Q q q= λ = λ ε  и ( )0 , , ;k hs s s s=  

( )max , .m k hQ Q Q=  
При этом система сопряженных уравнений имеет 

вид 
( ), ,k kk s F k h k= ω − γ  ( )00 tkk = ,  

( ) ;T Tk k t k ∗= ⇒  (16а) 

( ), ;h hh s F k h h= εω − γ   ( )0 0 ,h h t=  

( ) ;T Th h t h∗= ⇒  (16б) 

( ) ( ) ( )0 01 , ;k k k m kq q s Q s F k h′= δ + γ − λ + − ω⎡ ⎤⎣ ⎦  (17а) 

( ) ( ) ( )0 01 , .h h h m hq q s Q s F k h′= δ + γ − λ + − ω⎡ ⎤⎣ ⎦  (17б) 

Квазистационарный участок оптимальной траек-
тории ( ),t tk h∗ ∗  [4] определяется из условий 

,k h mq q Q= ε =  откуда следует .k h mq q Q= ε =  Урав-
нения (17) преобразуются к виду 

( ) ( ) ( )0 01 , ,m k m m kQ Q s Q s F k h′= δ + γ − λ + − ω⎡ ⎤⎣ ⎦  (18а) 

( ) ( ) ( )0 01 , .m h m m hQ Q s Q s F k h′= δ + γ − λ + − ωε⎡ ⎤⎣ ⎦  (18б) 

Комбинируя уравнения (16) и используя условие 
линейной однородности производственной функции, 
получим: 

( ) ( ) ( ) ,k h k hw s s w f w w= − ε ω − γ − γ  (19) 

где ( ) ;f w Awα=  ;w k h=  ( )0 0 0 0 .w w t K H= =  

Учитывая, что ( ) ( ),kF k h f w′ ′=  и ( ),hF k h′ =  

( ) ( ) ,f w wf w′= −  из (18) имеем: 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

0

01m
k h

s f w f w wf w
Q

s f w f w wf w

′ ′λ ω − ε −⎡ ⎤⎣ ⎦= =
′ ′γ − γ − − ω − ε −⎡ ⎤⎣ ⎦

 

( ), .m t tQ w= λ  (20) 

Используя, например, уравнение (18а) для квази-
стационарной траектории, где ,k mq Q=  получаем: 

( ) ( ) ( )0 01 .

m m
m

k m m

Q Q
Q w

w
Q s Q s f w

∂ ∂
= + λ =

∂ ∂λ
′= δ + γ − λ + − ω⎡ ⎤⎣ ⎦

 
(21)

 

Уравнение для функции ( )w w t=  имеет вид (19), 

а функция ( )tλ = λ  определяется экзогенно после 
вычисления демографической кривой [5].  

В итоге, воспользовавшись формулами (18), (19), 
из (20) получаем 

( ), , 0,k hZ w s s∗ ∗ ∗ =  (22) 

где Z – известная по построению функция. Послед-
нее уравнение совместно с уравнением (19), запи-
санным в форме 

( ) ( ) ( ) ,k h k hw s s w f w w∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − ε ω − γ − γ  (23) 

и условием 
01k hs s s∗ ∗+ = −  (24) 

позволяет рассчитать квазистационарную траекто-
рию сбалансированного роста при условии, что зна-
чение переменной ( )0 0w w t∗ ∗=  в начальный момент 
времени 0t t=  известно. 

Для определения квазистационарной траектории 
будем использовать метод последовательных при-
ближений, учитывая то обстоятельство, что квази-
стационарная кривая tw∗  и двойственная переменная 

( )m t
Q  – медленно меняющиеся функции времени, 
темп изменения которых намного меньше темпа из-
менения функций tw  и tQ  в переходном периоде. 
Таким образом, полагая в нулевом приближении 

( )0 0,mQ =  определяем первое приближение функции 
( )1

tw∗  из уравнения, вытекающего из системы (18): 

( ) ( ) ( )
.

k h

f w wf wf w ′ε −⎡ ⎤′ ⎣ ⎦=
δ + γ δ + γ

 (25) 

Последующие приближения функции mQ  нахо-
дим из формулы (19), а функции w – из рекуррент-
ных формул: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
0 01 ,n n n n

m k m mQ Q s Q s f w+ + +⎡ ⎤ ′= δ + γ − λ + − ω⎣ ⎦  

(26) 

где согласно (20) ( ) ( )( )1 1 , ;n n
m m t tQ Q w+ += λ  1, 2,n = …  – 

номер приближения. Этот процесс повторяется до 
тех пор, пока 

( ) ( )
[ ]

( ) ( )

0

1 1

,
max .

T

n n n n

t t t
w w w w∗ + ∗ ∗ + ∗

∈
− = − ≤ ε  

После определения квазистационарной кривой 
tw∗  соответствующее ей управление находится из 

системы уравнений (23), (24). 
Оптимальная траектория tw  в переходном перио-

де определяется путем решения уравнения (19) с ис-
пользованием правила выбора управлений: 

( )
( )
( )
( )

0

0

1 ,0 , если ;

, , , если ;

0,1 , если .

o
k h k h

s w w

s s s s s w w

s w w

∗

∗ ∗ ∗

∗

⎧ − <
⎪⎪= = =⎨
⎪

− >⎪⎩

 (27) 

Результаты решения задачи оптимального 
управления региональной экономической  
системой на примере Удмуртской Республики 
Расчеты проводились для региональной экономи-

ческой системы Удмуртской Республики (УР). В ре-
зультате решения задачи идентификации неизвест-
ных параметров модели (1)–(7) по статистическим 
данным [6] было получено значение нормы потреб-
ления 0 0,704.s =  

На рисунке 1 представлен выход экономической 
системы на траекторию сбалансированного роста за 
15-летний период (2011–2026 гг.), а также соответст-
вующее оптимальное управление. Экономическая 
система выходит на траекторию сбалансированного 
роста к 2022-му году. 

На рисунке 2 представлена динамика удельных 
величин производственного и человеческого капи-
тала, а также динамика удельного общественного 
потребления и удельного значения ВРП (произво-
дительности труда). За рассмотренный период 
удельный производственный капитал уменьшается 
в 3,1 раза, что дает возможность увеличиться чело-
веческому капиталу за этот же период в 5,2 раза. 
Удельное потребление в случае решения задачи 
оптимального управления в конце изучаемого пе-
риода увеличивается более чем в 3 раза, а произво-
дительность труда увеличивается к 2026-му году 
в 3,1 раза. 

Рассмотрим влияние нормы потребления на кри-
териальный функционал (8) задачи оптимального 
управления в пределах [ ]0 0, 1s ∈  при 15T =  лет. 
Расчеты показали, что увеличение накопленного по-
требления более чем в 2 раза достигается в диапазо-
не изменения доли потребления от 0,01 до 0,73. Наи-
большего значения накопленное потребление дости-
гает при норме потребления 0,36 (см. рис. 3). 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

2011 2013 2015 2017 2019 2021 2023 2025

w  

∗w  

∗ww,

год,t

 

 
а 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

2011 2013 2015 2017 2019 2021 2023 2025

hk sss ,,0

год,t

 

0s  

hs  

ks  

 
б 

Рис. 1. Результаты решения задачи оптимального управле-
ния: а – выход экономической системы на траекторию сбаланси-
рованного роста: w – оптимальная траектория движения экономи-
ческой системы, w* – траектория сбалансированного роста; б – 
динамика параметров управления инвестициями 
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Рис. 2. Динамика удельных величин экономических  
показателей региона при оптимальном управлении:  
а – производственного капитала, б – человеческого капитала 
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Рис. 2 (окончание). Динамика удельных величин  
экономических показателей региона при оптимальном 
управлении: в – потребления, г – производительности труда 
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Рис. 3. Зависимость накопленного потребления  

от нормы потребления в задаче оптимального управления  
при Т = 15 лет 

На рис. 4 представлены графики удельного по-
требления, накопленного до момента t , полученные 
при нормах потребления 0 0,01,s =  0 0,36,s =  

0 0,73s =  и 0 0,704.s =  Как видно из графиков, при 

0 0,01s =  накопленное к 2026-му году потребление 

будет ниже этой же величины, рассчитанной при 
0 0,704s = , в 2,1 раза. Накопленное к 2026-му году 

потребление при 0 0,73s =  несущественно выше, чем 
при норме 0 0,704s =  (в 1,1 раза). 
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Рис. 4. Изменение накопленного удельного потребления 
с течением времени: 1 – 

0 0,01s =  – управление; 2 – 
0 0,36s =  – 

управление; 3 – 
0 0,73s =  – управление; 4 – 

0 0,704s =  – управление 

Проведенные численные исследования показали, 
что рассматриваемая экономическая система имеет 
достаточные резервы увеличения темпов развития. 
При этом оптимальное управление, устраняя дисба-
ланс между факторами производства (k и h), приводит 
к существенному повышению ее эффективности. 
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Solution of Optimal Control Problem for Regional Economic System 
The paper considers the algorithm of solving the problem of optimal control of a regional economic system. Results of solving the optimal con-

trol problem are given by the example of the Udmurt Republic. It is shown that optimal control eliminates the imbalance between production factors 
thus leading to essential increase of efficiency. 
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