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ДВУХКОМПОНЕНТНОЕ МНОГОМЕРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЛАПЛАСА  
В МОДЕЛЯХ ФИНАНСОВЫХ ПОТОКОВ  
ССУДОСБЕРЕГАТЕЛЬНЫХ УЧРЕЖДЕНИЙ 

 
Предложена динамическая модель работы ссудосберегательных учреждений с двумя потоками вкладов, особенностями которой яв-

ляются стохастическая зависимость входного и выходного потока денежных средств и случайность параметров интенсивностей по-
токов по разным типам вкладов. Показано, что k-мерные распределения денежных средств в такой модели являются двухкомпонент-
ными многомерными распределениями Лапласа. 
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 современной экономике роль различных 
финансовых структур чрезвычайно высока. 
Принципы их функционирования имеют 

много общего: в них по некоторым правилам посту-
пают денежные средства, а часть полученных де-
нежных средств возвращается. 

Процесс функционирования финансовой системы 
представляет собой совокупность нескольких про-
цессов, при этом анализ каждого из процессов про-
водился обычно отдельно и независимо от других. 

В ранее рассмотренных моделях (относящихся 
в основном к моделям страхования, например, [1, 2]) 
предполагалась независимость входного и выходно-
го финансовых потоков. Это предположение не вы-
полняется при анализе потоков денежных средств 
в ссудосберегающих учреждениях, таких как банки, 
входной и выходной потоки в которых зависимы, так 
как оба они определяются клиентами банка. 

В настоящей работе на основе использования 
теории массового обслуживания построена стохас-
тическая модель работы банка при наличии двух ти-
пов финансовых потоков, отличающихся значениями 
параметров. В ней предположено, что потоки вкла-
дов представляют собой потоки Пуассона, размеры 
вкладов и их сроки – независимые случайные вели-
чины. Кроме того параметры интенсивности потоков 
вкладов также являются случайными величинами, 
в общем случае зависимыми между собой. Это пред-
положение приводит к необходмости рассмотрения 
процесса изменения денежных средств как векторно-
го (двумерного) процесса с зависимыми компонен-
тами. 

В работе найдена характеристическая функция 
процесса в k сечениях. Асимптотическое исследова-
ние k-мерных распределений привело к новому типу 
распределения Лапласа: двухкомпонентному много-
мерому распределению, введенному автором в [3]. 
Показано, что это распределение представляет собой 
дискретную смесь многомерного симметричного 
распределения Лапласа, введенного Андерсоном 
в [4], и его сверток с плотностями составляющих. 
Само многомерное симметричное распределение 
Лапласа является его частным случаем. 

Заметим, что целесообразность использования 
распределения Лапласа вместо нормального под-
тверждается многочисленными современными ис-
следованиями теоретического и прикладного харак-
тера [1, 5, 6]. Это распределение, имея более тяже-
лые хвосты, чем нормальное, нередко лучше 
согласуется и с результатами статистической обра-
ботки экономических показателей, например прибы-
ли активов в финансовой математике [2, 7, 8]. 

Постановка задачи, основные предположения  
и результаты 
Рассмотрим ссудосберегательное учрежение, на-

пример банк, в который вкладчики приносят деньги 
на определенный срок. Для простоты считаем, что 
в банке есть только 2 типа вкладов: тип 1 и тип 2. По 
типу j каждый i-й вкладчик вносит вклад размером 

( )i
jη  на срок ( ) ,i

jτ  проценты по вкладам не учитыва-
ются. Считаем, что число вкладов каждого типа, по-
ступивших за время t, распределено по закону Пуас-
сона с параметрами 1tλ  и 2tλ  соответственно, и по-
токи разных типов вкладов независимы. Сроки 
вкладов ( )i

jτ  ( 1, 2)j =  – независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины с функцией на-
дежности ( )( ) ( ),i

j jF t P t= τ >  0,t >  и конечным мате-

матическим ожиданием ( ) .i
j js E= τ  Размеры вкладов 

( )i
jη  ( 1,2)j =  каждого типа также независимые оди-

наково распределенные случайные величины с ха-
рактеристическими функциями ( )( ) exp( ),i

j jE iψ θ = θη  

математическим ожиданиями ( ) ,i
j ja E= η  дисперсия-

ми ( ) 2i
j jDη = σ  и конечными третьими моментами. 

Далее предположим, что параметры пуассоновских 
потоков поступлений вкладов 1λ  и 2λ  сами случайны 
и зависимы между собой, при этом вектор ( 1,λ  2λ ) 
имеет двумерное экспоненциальное распределение 
типа Маршалла – Олкина [9] с функцией надежности  

( ) ( )
( )

1 2

1 2 12

( , ,

exp max{ , } , , 0.

F x y P x y

x y x y x y

= λ > λ > =

= −μ −μ −μ >
 

(1)
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Использование этого распределения обусловлено 
тем, что оно включает в себя важные для практики 
крайние случаи. Именно при 12 0μ =  случайные ве-
личины 1λ  и 2λ  независимы, т. е. на каждый поток 
влияют свои случайные факторы; при 1 2 0μ = μ =  на 
оба потока вляют одни и те же факторы. 

Рассмотрим векторный случайный процесс:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
1 2

1

, , 1, 2 ,
N tj

j jU t U t U t U t jν

ν=

= = η =∑  (2) 

где ( )jN t  – число вкладов j-го типа, находящихся 

в банке в момент времени t; ( )jU t  – сумма денег, 
находящихся на j-м типе вкладов в момент времени t. 

Характеристическая функция совместного рас-
пределения значений двумерного случайного про-
цесса ( ) ( )( )1 2,U t U t  в моменты времени 1 2, , , kt t t…  
есть функция 2k переменных: 

( ) ( ) ( )( )
1 1

1 2 1 1 2 2, , exp ,U U E i U Uϕ θ θ = θ + θ  

здесь обозначено: 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1 1

2 2 1 2

(1) ( ) (1) ( )
1 21 1 2 2

, , ,

, , ,

, , , , , .

k

k

k k

U U t U t

U U t U t

= …

= …

θ = θ … θ θ = θ … θ

 

Рассмотрим суммы центрированных величин:  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 21 1= , , , = , , ,k kU U t U t U U t U t⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

D D D D D D

… …  

где ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 21 2
1 1

, ( ) ,
m mN t N t

m mU t U t
ν ν

ν= ν=

= η = η∑ ∑
D D D D

 

( )
( )

( )
( )

1 21 1 2 2, , 1, , .a a m k
ν ν

ν νη = η − η = η − = …
D D

 
Пусть 

1 1 2 2 12 12

1 21 2
1 1 2 2

, , ,

, .U U U U
s s

μ = ρ μ μ = ρ μ μ = ρ μ

μ μ
= =
σ σ

D D� �  (3) 

Основным результатом настоящей работы явля-
ется доказательство теоремы, в которой устанавли-

вается асимптотическое распределение ( )1 2,U U� �  при 

0μ→  в установившемся (стационарном) режиме.  
Теорема. 

( ) ( )

( ) ( )

1 2

12
1 2

0
1 1 2 21 2

2 12 1 121 2

2 2 1 12 12 2 1 12 1

,, 1 1
2 2

,
1 1
2 2

U U T T

T T

μ→

ρ⎡ρ
ϕ θ θ → +⎢ ρ⎣ρ + θ Σ θ + θ Σ θ

⎤
⎥ρ +ρ ρ +ρρ ρ ⎥+ +

ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎥ρ +ρ + θ Σ θ ρ +ρ + θ Σ θ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎦

� �

 

где 1 2 12 ;ρ = ρ +ρ +ρ  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 1 1

1 1

1

1

2 2 2

2 2

2

2

1 1 2 1
1 1 2

;
1 1

1

1 1 2 1
1 1 2

;
1 1

1

k
k

k
k

⎛ ⎞ε ε … ε −
⎜ ⎟

ε … ε −⎜ ⎟
⎜ ⎟Σ = … … …
⎜ ⎟

ε⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞ε ε … ε −
⎜ ⎟

ε … ε −⎜ ⎟
⎜ ⎟Σ = … … …
⎜ ⎟

ε⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, 2 .j j j
j m

m m F u du j
s

∞

τ

ε = ε τ = =∫  

Доказательство теоремы при 1,k =  т. е. в одном 
сечении, будет приведено в п. 3, а в п. 4 рассмотрен 
общий случай ( 1k > ), т. е. найдено совместное рас-
пределение значений векторного процесса в k сече-
ниях, расположенных на расстоянии τ  друг от друга. 

Асимптотическое распределение процесса 

( )1 2,U U� �  в одном сечении 

Работу банка можно рассматривать как работу 
системы массового обслуживания. 

По каждому вкладу поступающий поток вкладов 
соответствует входящему потоку требований, сроки 
вкладов – длительности времени обслуживания, ко-
личество лежащих в некоторый момент вкладов – 
количество занятых обслуживающих устройств. Об-
щее число обслуживающих устройств – бесконечно, 
поскольку каждый вклад принимается. 

Как уже указывалось, работа банка рассматрива-
ется в установившемся (стационарном) режиме. 
В этом случае одномерные распределения числа 
вкладов одинаковы для всех моментов времени (по 
каждому типу вкладов), так что индекс t в выраже-
нии (3) можно опустить. 

А. Я. Хинчин [10] показал, что в случае бесконеч-
ного числа обслуживающих устройств в установив-
шемся режиме jN  распределены по закону Пуассона: 

( ) ( )0, 1, 2, ;
!

k
jj

jP N k e k
k

−α α
= = = …  

здесь ( )1, 2 .j j j j jE s jα = τ λ = λ =  
Рассмотрим суммы центрированных величин 

1 2

1 2 1 2, , ,
N N

U U
⎛ ⎞⎛ ⎞ = η η⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

D D D D

 где j j jaη = η −
D

 с характе-

ристическим функциями ( ) .ji j
j Ee

η θ
ψ θ =

DD

 

При фиксированных 1λ  и 2λ  потоки различных 
типов вкладов независимы, и характеристическая 

функция 1 2,U U⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D D

 равна 
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2 1 2

1 21 2
1 1 2 21 1 2 2

1 21 2
1 21 2

1 21 1 1 2 2 2

, / ,
,

! !0 0

exp 1 exp 1 .

U U

j jj j

j j

s ss se e
j j

S S

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−λ −λ

ϕ θ θ λ λ =

∞ ∞λ λ
= ψ θ ψ θ =

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= λ ψ θ − λ ψ θ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

D D

D D

D D

 

Пусть теперь параметры 1λ  и 2λ  случайны 
и имеют совместную функцию распределения 
( ), ,F x y  тогда характеристическая функция безус-

ловного распределения 1 2,U U⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D D

 равна 

( ) ( )

( ) ( )

21

11 2 1 1 10 0

22 2 2 1 2

, exp 1
,

exp 1 , .

U U

S

S dF

∞ ∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ϕ θ θ = λ ψ θ − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞× λ ψ θ − λ λ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫
D

D D

D
 

Предположим, что вектор ( )1 2,λ λ  имеет распре-
деление (1). В книге Барлоу и Прошан ([11], с. 152) 
приведено следущее выражение для моментной про-
изводящей функции двумерного экспоненциального 
распределения типа Маршалла – Олкина: 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )

( )( )( )

1 2 1 1 2 2 1 20

1 12 2 12

1 12 1 2 12 2

12 1 2

1 2 1 12 1 2 12 2

, = exp , =

,

M z z z x z x dF x x

z z
z z

z z z z

∞
− −

μ +μ μ +μ
= +

μ +μ + μ +μ +

μ
+

ν + + μ +μ + μ +μ +

∫
 

(4)

 

где 1 2 12 .ν = μ +μ +μ  
Нетрудно видеть, что правую часть (4) можно пе-

реписать в виде 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2 1212 1
1 2

1 2 2 12 2

1 122

1 12 1

, =

.

M z z
z z z

z

⎡ μ +μμ μν
+ +⎢

ν + + ν ν μ +μ +⎢⎣
⎤μ +μμ

+ ⎥
ν μ +μ + ⎥⎦

 
(5)

 

С использованием (5) характеристическая функ-

ция 1 2,U U⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

D D

 может быть записана в виде 

( )
( ) ( )

( )

( )

1 2

1 2

1 21 1 2 2

2 1212 1

22 12 2 2

,
, 1 1

1

U U s s

s

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ν
ϕ θ θ = ×

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν + ψ θ − + ψ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡
⎢ μ + μμ μ⎢× + +
⎢ ν ν ⎛ ⎞⎛ ⎞μ +μ + ψ θ −⎢ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎣

D D D D

D

 

( )

( )

1 122

11 12 1 1

,
1s

⎤
⎥μ +μμ ⎥+
⎥ν ⎛ ⎞⎛ ⎞μ +μ + ψ θ − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦

D
 (6) 

при этом характеристические функции составляю-

щих jU
D

 ( )1, 2j =  равны 

( )
( )

12

12

,
1

j
j j

jj j js

μ +μ
ϕ θ =

⎛ ⎞⎛ ⎞μ +μ + ψ θ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

D
 (7) 

а их моменты 

( )
2

12

0, 1,2 .j j
j j

j

s
EU DU j

σ
= = =

μ +μ

D D

 

Рассмотрим нормированный вектор 

( ) 1 21 2
1 1 2 2

, ,U U U U
s s

⎛ ⎞μ μ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟σ σ⎝ ⎠

D D
� �  и его характеристи-

ческую функцию 
1 2 1 2( , ) ( , ).U Uϕ θ θ ⊕� �  

В выражении для характеристической функции 

( ) ( )
1 2

1 2,
,

U U
ϕ θ θ� �  разложим функции j

j
j js

⎛ ⎞θ μ
⎜ ⎟ψ
⎜ ⎟σ⎝ ⎠

D

 

( )1,2j =  в ряд до второго члена включительно 
и устремим μ  к нулю. Тогда, учитывая (3), получим 
предельную характеристическую функцию вида 

( )

( ) ( )

1 2 2 2
1 2

2 12 1 1212 1 2
2 2
2 1

2 12 1 12

,

2 2

.

2 2

ρ
ϕ θ θ = ×

⎛ ⎞θ θ
ρ+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥ρ + ρ ρ +ρρ ρ ρ⎢ ⎥× + +⎢ ⎥ρ ρ ρ⎛ ⎞ ⎛ ⎞θ θ

ρ +ρ + ρ +ρ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

(8)

 

Из (8) следует, что одномерные характеристиче-
ские функции составляющих  

( )12
2

12

( ) 1, 2

2

j
j j

j
j

j
ρ +ρ

ϕ θ = =
θ

ρ +ρ +

 

являются характеристическими функциями распре-
деления Лапласа с плотностью 

( ) ( )
( )

12
12exp 2( | |)

2
.

j
j j j j

j

f x x

x

ρ +ρ
= − ρ +ρ

−∞ < < ∞
 

(9)
 

Обобщенное двумерное распределение Лапласа 
с характеристической функцией (8) было введено 
и исследовано в [12]. 



Математика 

 

179

В частности, при 1 2 0ρ = ρ =   

( ) 12
2 2
1 2

12 2 2

j j
ρ

ϕ θ =
θ θ

ρ + +
 

представляет собой частный случай многомерного 
симметричного распределения Лапласа [4]. 

Само же распределение, как следует из выраже-
ния (6), представляет дискретную смесь трех распре-

делений: с вероятностью 12
3p

ρ
=

ρ
 – это двумерное 

симметричное распределение Лапласа с параметром 

,ρ  с вероятностями ( )1, 2j
jp j

ρ
= =
ρ

 – свертки это-

го распределения с одномерными составляющими 
с плотностями (9). 

Асимптотическое распределение процесса 
( ) ( )( )1 2,U t U t  в k сечениях 

Для определения величины устойчивых пассивов 
за некоторый промежуток времени необходимо рас-
сматривать ( ) ( )( )1 2,U t U t  как векторный случай-
ный процесс. Каждый случайный процесс характери-
зуется своими k-мерными распределениями в сече-
ниях 1 2 .kt t t< <…<  Для простоты изложения 
положим 2.k =  Поскольку мы рассматриваем про-
цесс в установившемся стационарном режиме, закон 
распределения в сечениях 1t  и 2t  зависит только от 
разности аргументов 2 1.t tτ = −  

При фиксированном λ  для одного потока вкла-
дов характеристическая функция процесса ( )U t  
в двух сечениях t и t + τ  в установившемся режиме 
равна 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 2 1 2, exp , ,sgϕ θ θ = −λ θ θ  

где 
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

, 2

,

1 .

g

F u du
s

∞

τ

θ θ = −ψ θ −ψ θ +

+ ε τ ψ θ +ψ θ −ψ θ + θ

ε τ = ∫

 

Обозначим через ( ) ( )( )1 1
1 2,U U  значения двумерно-

го процесса в первом сечении, а через ( ) ( )( )2 2
1 2,U U  – 

во втором. 
Нетрудно понять, что безусловная характеристи-

ческая функция ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 1 2, ; ,ϕ θ θ θ θ  сумм вкладов  

1-го и 2-го типов в двух сечениях 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
1 2 1 2, ; ,U U U U  получается, если в формуле (6) 

заменить функцию ( )j jψ θ
D

 на функцию  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 2 1 2

, 2

,

j jj j j j j

j j jj j j j j

g θ θ = −ψ θ −ψ θ +

⎛ ⎞+ ε τ ψ θ +ψ θ −ψ θ + θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

D D

D D D  

где ( ) ( ) ( )1 1, 2 .j j
j

F u du j
s

∞

τ

ε τ = =∫  

Рассматривая стандартизированные величины  

( )

( )

( )

( )

( )
1 2

1 2, 1, 2j j
j j

j j j j

U U
U U j

s s
μ μ

= = =
σ σ

D D

� �  

и раскладывая по-прежнему в выражении для харак-
теристической функции ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2

1 2 1 2, ; ,U U U U  функ-

ции jψ
D

 в ряды до второго члена включительно, най-
дем, опуская громоздкие выкладки, что при 0μ →   

( )

( )

( )

1 2

1 1 2 21 2

2 1212 1

2 22 12 2

1 122

1 11 12 1

,
1 1
2 2

1
2

,
1
2

T T

T

T

ρ
ϕ θ θ = ×

ρ+ θ Σ θ + θ Σ θ

ρ + ρρ ρ⎡
× + +⎢ ρ ρ ⎛ ⎞⎣ ρ + ρ + θ Σ θ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎤
⎥ρ + ρρ ⎥+

ρ ⎛ ⎞ ⎥ρ +ρ + θ Σ θ⎜ ⎟ ⎥⎝ ⎠ ⎦

 

(10)

 

где обозначено  

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )1 2

1
, , 1, 2 .

1
jj j

j j
j

j
ε τ⎛ ⎞

θ = θ θ Σ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ε τ⎝ ⎠
 

В случае k сечений, расположенных на расстоя-
нии τ  друг от друга, характеристическая функция 

( ) ( )( )1 , , kϕ θ … θ  для одного потока вкладов также по-

лучена в [13] при постоянном .λ  
Поступая аналогично случаю 2,k =  т. е. раскла-

дывая в выражении для характеристической функ-

ции jψ
D

 в ряды до второго члена включительно, 
можно показать, что при случайных параметрах 1λ  
и 2λ  в случае двух типов вкладов характеристиче-
ская функция для стандартизированных величин при 

0μ →  по-прежнему задается формулой (10) при  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 2( , , , ),

1 2 1

1 2
.

1

j j j
j k

j j j

j j
j

k

k

θ = θ θ … θ

⎛ ⎞ε τ ε τ … ε − τ
⎜ ⎟

ε τ … ε − τ⎜ ⎟Σ = ⎜ ⎟
… … …⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Таким образом, при 0μ →  процесс ( ) ( )( )1 2,U t U t� �  
в установившемся режиме слабо сходится к вектор-
ному процессу, 2k-мерные распределения которых 
представляют собой двухкомпонентное многомерное 
распределение Лапласа, изученное в [9]. 
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Two-Component Multivariate Laplace Distribution in Models of Financial Flows for Savings and Loan Institutions 

The dynamic model of savings and loan institutions with two streams of deposits is proposed. The features of the model are the stochastic 
dependence of the input and output cash flows and randomness of cash flow parameters for various types of deposits. It is proved that  
k-dimensional distributions of funds in this model are two-component multivariate Laplace distributions. 
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