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Полученные таким образом математические мо-
дели поверхностей зубьев-перемычек, а также полу-
ченные ранее модели поверхностей наружных зубьев 
[6] позволят впоследствии смоделировать простран-
ственное зацепление колес с арочной формой зуба 
и оценить характер влияния его геометрических па-
раметров и параметров режущего инструмента на 
качественные показатели планетарных передач 
с внутренним локализованным контактом. 
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Разработана методика получения редуцированной динамической модели для поиска оптимальных настроек регуляторов газотур-

бинных мини-электростанций. Модель получена  на основе аппроксимации сложной нелинейной модели электроэнергетической системы 
и быстрорешаемых идентификационных процедур. 
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виационные двигатели находят широкое 
применение в наземных условиях, в том 
числе в качестве энергетического привода 

для синхронных генераторов (СГ). Известно, что 
авиационная газотурбинная установка (ГТУ) в целом 
работоспособна только при наличии системы авто-
матического управления (САУ). Для наземных энер-
гетических ГТУ требования к САУ возрастают, по-
скольку в этом случае помимо обеспечения устойчи-
вости работы ГТУ и ограничений режима ГТУ 
необходимо обеспечивать требуемые показатели 
качества вырабатываемой электроэнергии. Вначале 
в качестве устройств управления использовались 
конвертированные авиационные электронные регу-
ляторы (РЭД), позже появились специальные блоки 
управления двигателями (БУД), а в настоящее вре-

мя – комплексные мультипроцессорные системы. 
Тем не менее определенные проблемы обеспечения 
качества вырабатываемой электроэнергии сохраня-
ются при резких колебаниях нагрузки и при перехо-
де с параллельного режима на автономный режим 
(без параллельной работы с централизованной элек-
тросетью). Сегодня такие переключения очень часто 
ведут к срабатыванию защиты и останову электро-
станции, а частые пуски и остановы, естественно, 
снижают общий ресурс. Проблема заключается 
в том, что проектирование и настройка средств 
управления требуют изучения свойств объекта 
управления и характера внешних возмущений. Одна-
ко для испытания САУ электроэнергетической сис-
темы (ЭЭС) ввиду ее сложности и ответственности 
как правило не допускается проведение полного на-
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бора натурных экспериментов. Ограниченные же 
натурные эксперименты на специальных испыта-
тельных площадках не позволяют с нужной досто-
верностью оценить функционирование САУ и к тому 
же требуют значительных затрат времени и матери-
альных ресурсов, т. е. весьма трудоемки. В связи 
с этим для испытания и предварительной настройки 
систем управления используют математические мо-
дели. Наиболее эффективно при этом использовать 
компьютерное моделирование в сочетании с полуна-
турными и натурными испытаниями, так как именно 
результаты натурных испытаний позволяют оценить 
правильность решений, найденных на компьютерной 
модели, а компьютерная модель и натурный экспе-
римент взаимно дополняют друг друга. В статье рас-
сматривается построение упрощенных быстроре-
шаемых идентификационных динамических моделей 
ЭЭС для предварительной настройки САУ ГТУ.  

Настройка параметров САУ  
Быстрорешаемые идентификационные модели 

открывают возможность использовать автоматиче-
скую настройку и оптимизацию параметров управ-
ляющих устройств САУ энергетических ГТУ в ходе 
компьютерных и полунатурных испытаний. Задача 
выбора оптимальных настроек регуляторов является 
задачей многокритериальной оптимизации с нели-
нейными ограничениями. Решать такую задачу целе-
сообразно методами нелинейного программирова-
ния, основная идея которых заключается в многоша-
говом движении в направлении экстремума. 

Сформулируем задачу нелинейного программи-
рования. 

Целевая функция  

( , )J J= R x  (1) 

зависит от n-мерного вектора переменных состояния 
системы, и она минимизируется путем варьирования 
вектора параметров R системы (лежащего в некото-
рой области параметров Z): 

min ( , )
Z

J
∈R

R x  (2) 

при векторе ограничений 

( , ) ,Φ ∈ Ψx R  (3) 

причем в эти ограничения входят дифференциальные 
уравнения  динамической системы (динамические 
ограничения) и ограничения .Z∈R  Вектор парамет-
ров системы R относится к параметрам регуляторов 
системы. 

Сложность решения задачи нелинейного програм-
мирования в основном определяется видом ограниче-
ний. Использование сложной динамической компью-
терной модели приводит к весьма большим затратам 
машинного времени. Например, характерный пере-
ходный процесс реальной продолжительностью 1 с 
для системы из 6 параллельных энергоагрегатов 
и распределенной комплексной электрической на-
грузки рассчитывается с помощью одноточечного 
метода Рунге – Кутта 4-го порядка за время 14,6 мин 

на базе Pentium IV, 3 GHz персонального компьюте-
ра [1]. Для каждого сочетания варьируемых парамет-
ров rk (т. е. для каждого частного значения вектора R) 
необходимо численно интегрировать систему диффе-
ренциальных уравнений, входящих в ограничения (2). 
В связи с этим известны подходы, основанные на 
технике алгебраизации исходных дифференциаль-
ных уравнений или перехода от дифференциальных 
уравнений к невязкам метода ортогональных про-
екций (обобщенного метода Галеркина) [2] и др. 
В статье предлагается подход, основанный на уп-
рощении исходных дифференциальных уравнений 
сложной нелинейной модели ЭЭС на основе мето-
дов идентификации. 

Сложная модель ЭЭС 
Сложная модель ЭЭС состоит из двух уровней – 

модели элементов и модели их взаимодействия [3]. 
Модель каждого структурного элемента ЭЭС, не-
смотря на существенные внутренние отличия,  опи-
сывается единообразно в форме векторно-матрично-
го уравнения: 

,p = ± − −I AU BI H  (4) 

где I, pI –  вектор токов и вектор производных токов 
элемента; U – вектор напряжений, приложенных ме-
жду внешними зажимами элемента; A, B – матрицы, 
размерность которых зависит от системы координат, 
в которых моделируется структурный элемент, 
а также от того, полные это уравнения или упрощен-
ные; H – вектор, определяющий воздействие на эле-
мент со стороны средств регулирования электриче-
ских параметров. 

Математическая модель взаимодействия струк-
турных элементов использует матрицу инцидентно-
сти M, отражающую топологию рассматриваемой 
локальной системы электроснабжения:  

,T ′= − −МGМ U MW M I  (5) 

где M – клеточная матрица инцидентности, клетками 
которой являются единичные, нулевые матрицы или 
матрицы преобразований координат; TM  – транспо-
нированная матрица инцидентности; G – блочная 
матрица проводимостей ветвей (элементов), обра-
зующих систему; W – вектор, полученный из правых 
частей уравнений элементов в форме (4); ′M  – мат-
рица, элементами которой являются нулевые клетки 
или клетки производных элементов матриц преобра-
зования координат; U – вектор искомых напряжений 
узлов.  

Модель взаимодействия элементов построена так, 
что элементы обмениваются между собой информа-
цией только через внешние переменные – статорные 
токи и напряжения. 

Идентификационные модели 
Процедура построения быстрорешаемой иденти-

фикационной модели включает три основных этапа. 
1. Выбор на основе сложной динамической моде-

ли ЭЭС характерных переходных процессов (дина-
мических характеристик) для заданного узла ком-
плексной нагрузки. 



Машиностроение 

 

23

2. Идентификация матрицы коэффициентов бы-
строрешаемой модели по результатам полученной 
динамической характеристики.  

3. Воспроизведение на быстрорешаемой модели 
заданных динамических характеристик. 

Идентификационные модели обычно ищутся 
в следующем виде: 

,=Y AX  (6) 

где Y – вектор выходных переменных; X – вектор 
входных переменных; A – матрица коэффициентов 
размерностью n × n, которую следует идентифици-
ровать. Если в результате наблюдений над сложной 
нелинейной моделью известны n векторов Y и X, то 
матрица A может быть идентифицирована по n на-
блюдениям: 

1,−
Σ Σ=А Y X  (7) 

где YΣ и XΣ – матрицы, составленные из n векторов Y 
и X соответственно. 

Если наблюдений больше чем n, то применяется 
метод наименьших квадратов, определяемый выра-
жением 

1( ) ,T T −
Σ Σ Σ Σ=А Y X X X  (8) 

или ,+
Σ Σ=А Y X  где матрица +

ΣX  – псевдообратная 
матрица такая, что .+

Σ Σ Σ Σ=X X X X  Известно, что она 
является наилучшей аппроксимацией (по методу 
наименьших квадратов) соответствующей системы 
линейных уравнений [4]. 

Рассмотренный  метод используем для идентифи-
кации параметров матрицы F, которая является мат-
рицей перехода системы. При этом уравнение (6) 
записывается следующим образом: 

( 1) ( ),k k+ =V FV  (9) 

где V (k) – расширенный вектор состояния системы в 
k-й момент времени; V (k+1) – расширенный вектор 
состояния системы в k+1-й момент времени; F – мат-
рица перехода системы. 

Уравнение (9) описывает динамику системы на 
промежутке времени [k, k+1]. Вектор V включает 
в себя как входные, так и выходные переменные 
идентифицируемой системы. Исходная сложная мо-
дель ЭЭС является нелинейной. В связи с этим мат-
рицу F приходится идентифицировать последова-
тельно для отдельных промежутков времени, считая 
ее стационарной для каждого из этих промежутков. 
Выбор числа промежутков, на протяжении которых 
матрица F предполагается постоянной, определяется 
исходя из априорной информации. 

В качестве примера рассмотрим решение задачи 
идентификации для такого существенно нелинейного 
элемента, каким является асинхронный двигатель 
(АД). 

Пример 
Рассматривается пуск АД от соизмеримого по 

мощности СГ (полагаем, что мощность АД составля-
ет 30 % от мощности СГ). Кроме того, к узлу нагруз-

ки подключена незначительная по мощности актив-
но-индуктивная нагрузка. Пуск АД не может быть 
идентифицирован одной матрицей F. Это связано с 
тем, что в параметры АД входит скольжение, кото-
рое меняется при пуске от 1 до 0. 

Обусловленность матриц проверяется по крите-
рию обусловленности Тюринга. Чтобы избежать 
плохой обусловленности при получении псевдооб-
ратной матрицы в случае медленного  изменения 
переменных (режим приближается к установивше-
муся) целесообразно накладывать на входной сигнал 
дополнительный идентифицирующий сигнал малой 
амплитуды, приближающийся по своим характери-
стикам к белому шуму.  

Дополнительно к проверке обусловленности мат-
риц требуется исследовать устойчивость решений. 
Известно, что устойчивость определяется собствен-
ными числами матрицы A = ln(F)/Δt [4]. Проверка 
устойчивости решения выполняется на идентифика-
ционной модели путем проведения модельных экс-
периментов для заранее выделенного на сложной 
нелинейной модели семейства динамических харак-
теристик. При этом необходимо задавать допуск (до-
пустимые отклонения) базовой динамической харак-
теристики. При необходимости устойчивость вос-
произведения динамической характеристики на 
идентификационной модели может быть оценена по 
максимально возможной суммарной погрешности 
в конце линеаризуемого участка: 

1
,i

n
tk

n i
i

E e dλ Δ

=

= ∑  (10) 

где i – номер переменной; k – номер шага; k
nE  – сум-

марное отклонение переменных в конце участка от 
базовых динамических переменных; λi – собствен-
ные числа матрицы A; Δt – шаг интегрирования; di – 
погрешность метода в начале шага по i-й перемен-
ной. Также может быть учтена и оценена скорость 
нарастания погрешности. 

На рис. (а) показана аппроксимация переходного 
процесса двумя матрицами F, все собственные чис-
ла – отрицательные, тем самым начальные отклоне-
ния переменных сглаживаются, и переходный про-
цесс может быть исследован при отклонениях на-
пряжения (тонкими линиями показан переходный 
процесс, рассчитанный по сложной модели, жирны-
ми линиями – по идентификационной). 

На рис. (б) тот же переходный процесс аппрокси-
мируется четырьмя матрицами F. Несмотря на то, 
что совпадение переходного процесса получилось 
лучше, вторая и третья матрицы здесь содержат по-
ложительные собственные значения, соответственно,  
(–0,7815 + j3,1416; –0,7815 – j3,1416; 0,0151; 0,0801) 
и (–0,0207 + j0,1250;   – 0,0207 – j0,1250i; 0,0510;  
–0,0039). В результате ошибка имеет тенденцию на-
капливаться и при определенном уровне отклонения 
переменных становится недопустимой. Вышесказан-
ное иллюстрирует необходимость предварительной 
проверки идентифицированного процесса на устой-
чивость. 
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Расчет переходного процесса по идентификационной модели 

В заключение следует отметить, что применение 
упрощенной идентификационной модели дает значи-
тельный выигрыш времени, но одновременно  при-
водит к тому, что показатели качества воспроизво-
дятся  приближенно, с определенной погрешностью, 
вносимой линеаризацией. В случае необходимости 
получения более точного решения рассмотренная 
процедура является первым приближением решения 
задачи. На втором этапе в ограниченной области 
варьируемых параметров и соответствующей облас-
ти пространства состояний (в окрестности прибли-
женного решения) можно произвести поиск более 
точного решения, используя полную нелинейную 
модель ЭЭС. Вслед за этим целесообразен переход 
к полунатурным и натурным испытаниям. 
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Simulation of Power System for Finding Optimum Modes of Gas-Turbine Mini-Power Plant Regulators 

The reduced dynamic model technique, developed for search of optimum modes of gas-turbine mini-power plant regulators. The model is based 
on approximation of complex nonlinear power system model and high-speed identification procedures. 
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