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Предложены два подхода к построению условий выравнивания цен на факторы производства в торгующих странах: один базирует-

ся на использовании однопараметрического семейства кривых, а второй – на методе продолжения. 
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 данной работе рассматривается проблема 
выравнивания цен на факторы производства 
(см., напр., [1]). Напомним постановку зада-

чи. Предположим, что экономика некоторой страны, 
участвующей в международной торговле, произво-
дит ряд товаров. Тогда конкуренция среди произво-
дителей обеспечит равенство цены каждого товара 
издержкам его производства. Издержки производст-
ва конкретного товара зависят от цен на факторы 
производства. Таким образом, можно говорить, что 
существует прямая зависимость между ценами на 
товары и участвующими в их производстве фактора-
ми. Эту зависимость принято называть функцией 
издержек. 

Предположим, что количество факторов произ-
водства совпадает с количеством производимых 
продуктов и равно n, причем  факторы полностью 
подвижны внутри страны и совершенно неподвижны 
между странами, а все товары производятся в усло-
виях постоянной эффективности при изменяющемся 
масштабе производства. Предполагая одинаковыми 
для всех стран функции производства и производст-
венные возможности, можно говорить о совпадении 
функций издержек в торгующих странах. 

Обозначим функцию издержек   ,p c w  где 

1( , . . , );np p p  1( , . . . , )nw w w  – наборы мировых 

цен на товары и на факторы производства соответст-
венно. 

Известно [2, 3], что взаимная однозначность 
функции издержек p = c(w) гарантирует выравнива-
ние цен на факторы производства для всех стран. 

Одно из первых условий взаимной однозначности 
отображения p = c(w) с учетом специфических 
свойств функции издержек было получено Самуэль-
соном [2] для случая 2.n   Затем другими методами 
был установлен ряд условий выравнивания цен на 
факторы производства (см., напр., [1]). В данной ста-
тье обобщается метод Самуэльсона и изучаются воз-
можности получения условий выравнивания мето-
дом продолжения (см., напр., [4]).  

Напомним, что в методе Самуэльсона требует 
ся неравенство нулю якобиана отображения  

1 1 2 2 1 2( ) ( ( , ), ( , ))p c w c w w c w w   и используется од-

нородность и положительность функций издержек 

1 2( , ), 1, 2.ic w w i   В этих предположениях вопрос 

взаимной однозначности отображения p = c(w) сво-
дится к вопросу о единственности положительного 
решения уравнения 

2 2

1 1

(1, )

(1, )

p c

p c





 (1) 

относительно одного скалярного неизвестного 

2 1( / ).w w   Если величина 2 1(1, ) / (1, )c c   является 

при наложенных требованиях  строго монотонной, то 
она может совпадать с 2 1/p p  не более одного раза, 

что говорит о выравнивании цен на факторы произ-
водства. 

Эти рассуждения можно провести несколько ина-
че. Рассмотрим на комплексной плоскости однопа-
раметрическое семейство простых кривых Г с пара-
метрическими уравнениями ( ) exp[ ( ) ],z t t i t a    

0 , 0 2t a       функция ( )t  – вещественная 

и дифференцируемая на (0, ),  которое покрывает 

комплексную плоскость и получается вращением 
вокруг нуля одной из кривых Г. Предположим также, 
что функция 1 2( ) ( ) ( )c w c w i c w   с отличным от 

нуля якобианом в своей области определения G не-
прерывна в замкнутой области G. Пусть L – граница 
образа G при отображении функцией  .p c w  То-

гда точками пересечения Г и L определится некото-
рая однозначная функция ( ), 0 2 .a       Здесь мы 

считаем равенство   ,w w   0 2 ,     параметри-

ческим уравнением границы G и, следовательно, 

  c c w   – параметрическим уравнением линии L. 

Известно [5], что в случае различных однопарамет-
рических семейств кривых требование строгой мо-
нотонности ( )a   обеспечивает взаимную однознач-

В 
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ность функции  p c w  в G. Как мы видим, Саму-

эльсон по сути дела доказал строгую монотонность 
функции ( ),a   равной правой части (1). 

В случае n = 3 вопрос о взаимной однозначности 
отображения  p c w  из-за однородности функции 

 c w  сводится к установлению взаимной однозначно-

сти отображения 1 2 1 1 2 3 1 2( , ) ( ( , ,1) / ( , ,1),f c c        

2 1 2 3 1 2( , ,1) / ( , ,1)),c c     1 1 3/ ,w w   2 2 3/ .w w   

Значит, в случае n = 3 можно использовать выше-
приведенные рассуждения и получать различные 
условия выравнивания цен. Такой подход к получе-
нию условий взаимной однозначности продемонст-
рирован, например, в работе [6].  

Перейдем к общему случаю: количество товаров 
и факторов равно n. Здесь можно поступить иначе. 
Вместо изучения свойств функции ( )a   покроем 

образ G при отображении  p c w  семейством кри-

вых Г, для чего проще всего воспользоваться мето-
дом продолжения. Получение следующего ниже 
признака выравнивания цен на факторы производст-
ва основано именно на этой идее. 

Пусть G – прямоугольная область в Rn  с гранями, 
параллельными координатным гиперплоскостям,  
w = (w1, …, wn), c = (c1, …, cn) – точки в  Rn . Рассмот-
рим отображение : .nc G R  Запись  kc C G  оз-

начает, как обычно, что компоненты векторной 
функции  p c w  k раз непрерывно дифференци-

руемы в G. Через  Dc w  обозначим линейный опе-

ратор, определяемый матрицей  

( )
( ) ,k

j

c w
Dc w

w

 
    

  1 , .j k n   

Получим условие взаимной однозначности для 
отображений, заданных в прямоугольных областях.  

Теорема. Пусть отображение : nc G R  принад-

лежит классу  kc C G  и в каждой точке w G  

существует линейный оператор  1 ,D c w  обратный 

оператору  .Dc w  Пусть кроме того выполнено ус-

ловие: для любого вектора  nh R  справедливо нера-
венство 

( ) ,T ThA w h hh    .w G  (2) 

Тогда отображение c(w) взаимно однозначно в G.  

Здесь           1
0 0

T
A w D c w c w c w w w       

    2

0 0 0 ,
T

w w w w w w E
      E – единичная 

матрица; w0 – центр прямоугольной области G, 

 2 2 2 ;b a a    a и b – максимальное и минималь-

ное расстояния от центра G до границы G  соответ-
ственно. Кроме того предполагается, что 

     0 0, / .c w c w w G w   

Доказательство. Воспользуемся методом про-
должения (см., напр., [4]). Без ограничения общности 
можно считать, что  0 0, , 0w    и  0c w   

 0, , 0 .   Если это не так, то нужно рассмотреть 

отображение      1 0 0 ,c w c w w c w    где w при-

надлежит прямоугольной области 1G  с центром в нуле. 

Рассмотрим отображение 

( ), ,

( )
, / ,nk k

k k

c w w G

F w w a
c w w R G

a w

 


  
 

 

 

где kw  – k-я координата точки w, а индекс k и число 

ka  определяются по точке w следующим условием: 

луч tw, 0 ,t    пересекает грань G, уравнение 

которой .k kw a  

Отображение F(w) непрерывно в Rn, и любую по-
следовательность точек, сходящуюся к бесконечно-
сти переводит в аналогичную. Если мы докажем ло-
кальную гомеоморфность отображения F(w) в Rn, то 
по теореме Адамара F(w) будет гомеоморфна в Rn, 
а значит, отображение  p c w  будет взаимно од-

нозначным в G. Так как локальная гомеоморфность 

отображения F(w) в G  следует из условий теоремы, 

нужно рассмотреть случай / .nw R G  
Докажем, что отображение F(w) локально гомео-

морфно в / .nw R G  Для этого достаточно устано-

вить, что  det 0,DF w   / .nw R G  

Имеем  

1 1
( ) ,

T

k k
k

k k k k

a a
DF w c w e Dc w E B

a w w w

     
             

 

где ke  – вектор, у которого k-я координата равна 1, 

все остальные координаты равны 0; в матрице B k-й 
столбец совпадает с ,Tw  все остальные столбцы со-
стоят из нулей. 

Умножим матрицу  DF w  слева на матрицу 

 1 ,k k ka D c a w w  а справа на матрицу 

2

2

2

1 2 3

2

0 0 0

0 0 0

0 0 0

,

0 0 0

k
k

k
k

k
k

k k k k
n

k k k k

k
k

a
a

a
a

a
a

a a a a
w w w w

w w w w

a
a
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которая получается из матрицы  2
k ka a E   за-

меной k-й строки на строку .k ka w w  Здесь  – про-

извольное положительное число. 
Получим: 

1

1

( )

.

k k
k

k k

T

k k k k
k

k k k k

a a
T w a D c w DF w

w w

a a a a
D c w c w w a B

w w w w





   
     

   

      
                 

 

Определители матриц  1
k kD c a w w ) и   не 

равны нулю. Для первой матрицы это следует из ус-
ловий теоремы,  а для второй проверяется непосред-
ственно. Поэтому теорема будет доказана, если ока-

жется, что  det 0,k kT a w w   / ,nw R G  или, что то 

же самое, если  det 0,T w   G.w  Последнее бу-

дет справедливо, если матрица  T w  является поло-

жительно определенной. 
Проверим это. Из условия (2) теоремы для любо-

го вектора h из nR  имеем: 

 
 

2

2 2

( ) ( )

1 , .

T T

T T
k k

hT w h h w A w E h

ha h w h ha h w G

  

       
 

Мы получим требуемое, если  

2 2
( 1) .T

kha h w h     (3) 

Но 
2

22

1

22
22 2 2 2 2

2 2
1

2 2 22
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2 2

2

2

4 4

4 4

1 .
4

n
T i

k k i k k
i
i k

n
i

k k k k k
i
i k

k k k

k

w
ha h a h h a h

ww
a h a h a h

a a ab
w h w h

aw

a
w h







        

   
 

   
          

 
     




 

Отсюда в силу произвольности  следует нера-
венство (3). Теорема доказана. 

Итак, если функция  p c w  удовлетворяет ус-

ловиям теоремы, то цены на факторы производства 
в странах будут выравниваться. 
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Оn Methods of Construction of Conditions for Price Equalization of Production Factor Prices 

Two approaches to the development of conditions for optimal adjustment of production factor prices in trading countries are proposed. The 
first approach uses the one-parameter family of curves, and the other is based on the continuation method. 
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