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%����$��! %���$�+� %� %���=�%� $������! 
��������! � %���$�+�� +���!+���� ��%�, �� 
����� %���$ +���!+��� %���$�+�� �������>� 

��&�������>� %�����&�����, ��B!��!C&���! ���-
$���������>�� ����+�!�� ��������� � ���������� 
�%����$���� �=�%����! [1]. D�� %�����&����� �%-
��$��!C� %���%���������� ��%��������! �%����$-
��� %���$�+� � ��������� ��)�� ��� ����� %��-
����������� ������� +���!+��� %���$�+�. 
� %�����-
�� @�� ���������! � ���)��!C&���! %��������� 
�%����$�>� %���$�+ � ��������� ��)�� ���� ��-
������ %���>)��������, �$� ���%���������> +��-
�!+�>� %���$�+�. 

"%����$��! %���$�+� (��� � ����)������ %���-
$�+ +���!+���� ��%�) ��������! � ������ ������-
������� ���������, �����>� ����� %������� 
� $������� ������ �� ������> ���$���� ���� (+��-
�!��), � %�%>��� %������� ������� � $������� �� 
������> �>��$���� ���� (������) �>>���� ����-
���������. 	��������� �������������! !��!���! 
������)�� ��������� �%����$��� %���$�+�, ���!-
��� �������� �� �������� �������� � =���� ���$��� 
�=������� � �+��>���� �� ���>� %���>� @��%�� %��-
����������!. 	 �����!&�� ������ ����������>  
��%���> ��������+������, ��������+������ � ���-
+������ ��$���������! �%����$���� �=�%����!, 
%����$������ � =���C �=���� �������������! �%�-
���$��� %���$�+�. 

G���������� �����������C �%����$��� %���$�+� 
!��!���! ����������+����� %�����! ����� +���!�� 
� ������ ��+���� (���. 1). ?���+�! ������� ����� 
+���!�� ��>�����! !���", � �������! ������� – ��-
��" [2]. <��������>� ������ ���� %�����! ����� 
�%����$���� +���!�� � %����� ������> �����+����! 
�xR � ��>+�� %���������! ����>� 8°; ����� �� ���� 

� ����� ������> �����+����! �xL � ��>+�� ����$��-
�! � $��%���� 28…32° [3]. 

 

 
#��. 1. #������ ����� �%����$���� +���!��  

� ������ ��+����: 1 – +���!�; 2 – ������ �%����$��� 

<�! ������ �������������! �%����$��� %���-
$�+� �%��$���� ���������� �� �������%��������� 
�� $����������� ���� %�$B��� ����� +���!�� � � �!-
����� ������ ��������� ��$�. �=���� �������%�-
�������� %����$�� %�� %���&� %��������, ����$!-
&����! � ������ �������� �������������!, – ��@�-
��=����� %������� $������! �'�. <�! @���� 
������$��� �>!����� ��������+����C ����=��-
������C ���������� �#< �'� �%����$��� %���$�+� 
�� ���� �. 

A�������+����! ������! ��$��� �%����$���� 
�=�%����! � �!����� ������ ��������� ��$� 
(���. 2) ��$����� ������> ���$�C&�� ���: Fn12 – 
���������! ���� ����=�� �� ������> ��� ������ �� 
����� +���!��; F�� – ���� �����! ���$� ��������-
��C&��� %���������!��; Fr12 – %����! ���� ����-
=��; F$ – $����&�! ���� � �=�%�����, !��!C&�!�! 
%����=��� ����=�� Fr12 �� %�������� ������ xPz; 
F%.� – ���� %������� ��%���������! � �=�%�����, 
!��!C&�!�! %����=��� ���> Fr12 �� %�������� +��-
�!�� xPz. 

" 
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<�! �%��$�����! �#< �'� �%����$��� %���$�+� 
�%����$���� ������� 

 %.� %.� 2
�

$ $ 1
' ,

A M
A M �

�
� � �  (1) 

�$� A%.� – ���������! ������ %� %���$�����C �����-
�� %����>� ��%���������� M%.�; A$ – ���������! 
������, %�����$���! $����&�� �������� M$; �2 
� �1 – ��������>� ���> %������� �%����$�>� +���!-
�� � ������ ��������������. 

 



$

 
#��. 2. A�������+����! ��$��� �%����$���� �=�%����! � �!����� ������ ��������� ��$�:  

 – ��&�� ��$: 1 – �� �%����$���� ������; 2 – ����� +���!��; $ – %����=����>� ��$ 	 

	��&�C&�� ������ M%.� ��$����! � �=�%����� 
%����=��� F%.� ������� Fr12; � ��$��� �� ���. 2 ��-
���� M%.� ����� 

 � � 2
%.� 12 cos sin ,

2r R xR
dM F� � � 	
  (2) 

�$� d2 – $��������>� $������ +���!��. 
	��&�C&�� ������ M$ �%��$���� ��� ����� 

��������, ��$�����>� ������������ =����� ���&�-
��! ������ O %����=�!�� Fr12x � Fr12z ������� Fr12: 

 
� � � �$

1
12

cos sin sin cos

cos ,
2

xR xR

r R

M

dF

� �� � 	
 � � 	
  �� �

� �
 

(3)
 

�$� d1 – ���$��� $������ �%����$���� ������. 
#���� %�$�������� � ������� (1) �������� (2) 

� (3) %���+�� 

 
� �

� � � �
2 2

c
1 1

sin
.

cos sin sin cos
xR

xR xR

d
d

� 	
 �
�� �

� �� 	
 � � 	
  �� �
 (4) 

����)���� d2�2 / d1�1 $��� ����� 

 c2 2

1 1 2

1 ,
tg

u qd
d z
�

� �
� �

 (5) 

�$� u� – %���$���+��� +���� �%����$��� %���$�+�; 
q – ��@���=���� $������� +���!��; z2 – +���� ������ 
+���!��. 

#�$������ ���������� (5) � ������� (4): 

� �
� � � �

� �
� �

c
sin

cos sin sin cos tg

tg
.

tg tg cos sin

xR

xR xR

xR

xR
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�� � �

� �� 	
 � � 	
  �� �
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�
� �� � 	
 � � �
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*���� ������, $�! �%��$�����! �#< �'� �%���-
�$��� %���$�+� � �!����� ������ ��������� ��$� 
%�� ������ %����� �������� ����� ��$�� ��%����-
���� ������� 

 
� �

� �c
tg 1 .

tg tg cos sin
xR

xR

� 	

�� �

� � 	
 � 
 (6) 

J$��� ���� 
xR, �����>� ������ !��%� ����%� 
�&��� ���'��, �%��$��!���! %� ������� 

tgarctg ,
cosxR

nR




 �

�
 

�$� �nR – $��������>� ��������>� ���� %����� ���-
���> %�����! ����� +���!��. 

*� �� ������� (6) ��$�� �%����$���� $�! ���+�! 
�����> ����� �������� ����� +���!�� %�� ������� 
����> %������ ���� 
xR �� ���>� ���� 
xL. 

#��$������ ����=��������C ���������� (6) ��� 
%�����$���� $��� ����=�� �'�1 = �'�1(�) � �'�2 = �'�2(�): 

� � � � � �� �1 �2 ;� � �� � � � � � �  

� � � �
�1

tg
;

tg
xR� 	 


�� � �
�

 

� � � ��2
1 .

tg cos sinxR
�� � �

� 	
 � 
 

A������ ����=�� �'�1 = �'�1(�) � �'�2 = �'�2(�) 
� ���������>� �������� ����$���� � � �$���� ���-
)���� %�����> �� ���. 3. 

� ������� (���. 3) �������, +�� ����=�! �'�2 = 
= �'�2(�) �� ���� �������� $��%���� � = (0°…30°) 
���&( ����� �')�'�� �'�2 > 0. 	 �� �� ����! ����-
=�! �'�1 = �'�1(�) �%��>���� %����� � �������� �=�%-

����� �%����$��� %���$�+�, � ������ �� �����! 
���&�����!�� %�����$ � ������� +�'�1 � ������� –�'�1 
%�� � = 
x. 	 ��������� %���+��, +�� ���� ���� � 
����$���! � $��%���� (0°…
xR), �� �#< �'� %����-
���� ����=�������� ��+����. ���C$� �>��$�� ��-
������ ������� �������������! �%����$��� %���-
$�+�: 
 .

Rx� � 
  (7) 

 
#��. 3. A������ ����=�� �'�1 = �'�1(�) � �'�2 = �'�2(�) 

#�� �>%������� ������! (7) %���$�+� ���&�-
�������� $������! �� �%����$���� ������ � +���!�� 
���������, ��� ��� ������ $����&�� ���> � �=�%-
����� F$ %�� �C��� ����������� ��+���� �������! 
�'���� ����&���'�� ���'�� � ��������-��������� 
Fn12 � F��

% (������ !���'����'�" ������������  
���> �����!, �������� � �=�%����� %�� $����� 
��+���� ��@���=����� �����!), +�� ���+��� ����-
���������� �%����$��� %���$�+�. A�������+����! 
������! ��$��� ���������!&��� �%����$���� �=�-
%����! %������ �� ���. 4, �$� ������>� ��������-
��� �����! �>$���� ����� )���������. 

 

 
#��. 4. A�������+����! ��$��� ���������!&��� �%����$���� �=�%����!: 1 – �� �%����$���� ������; 2 – ����� +���!�� 

� ��������+����� ������� ��$��� (���. 4) ���-
$���, +�� ������ ������� �������������! �%����$-
��� %���$�+� ����� ��$ 

%
�� �� .F F�  

#�� ��� �>%������� �������������� ����%�+�-
�����! � �!���, ����+��� �������� (�%���) ����� 
�=����� +������� %�� %���&� ��@���=����� kc, ��-
���>� ������ ��*++����'��� �!� ��������-
,�'��: 
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%

�� 12
�

�� 12 �� ��

tg tg .
tg tg

n

n

F F
k

F F

 


� � �
� �

 (8) 

���� ��� $�! %�����! ����� �%����$���� +���!��: 

 � �� ��� arctg tg cos arstg tg cos .x� �� � � � �� �  (9) 

J������ ������� ���� �����! 
 � +�������� ���-
���> (8) �� ��@���=���� �����! f, � ����� %�$���-
��� � ��� ��+���� ���� ��� � ������> (9): 

 
� �� .

tg cos arstg tg cosx

fk �
� �� � �� �

 (10) 

#���+����! +����� (10) �!��(����� ��*++���-
�'� kc �!� ��������,�'�� �!����('�" !���(-
)�, �����>� ����� �>�� �%��$���� �&� �� ��+������ 
���$�� %������������!. 	 ������������ � �%��$���-
���� $������ ��@���=�����: 

1) %�� ��+���� kc > 1 %���$�+� %��!��!�� ����-
���� �������������! � �!���; 

2) %�� kc = 1 %���$�+� ����$���! �� ����� ����-
���������!, � @�� �� �������� ����� %��!�����! ��� 
���>���! %�� �������+�� ����� �����+���� ��� 
�����)���� ��@���=����� �����! f ��������������; 

3) %�� ��+���� kc < 1 �%����$��! %���$�+� �� 
!��!���! ���������!&��. 

��@���=���� kc ����� �>�� �%��$���� $�! %����� 
��� $�! ����� ������> %�����! ����� �%����$���� 
+���!��; � %����� ���+�� � ���������� $���� (10) 
���$��� %�$�����!�� ���� �xR, � �� ������ ���+�� – 
�����������C&�� ���� �xL. #����$���>� �����$���-

��! %������� �������������� %����$������������ 
�=���� �������������! �%����$��� %���$�+� %�� 
%���&� ��@���=����� �%��� kc: 

1. �%��$������ ��+���! ��@���=����� �����! 
���������! f � �%����$��� �=�%����� $�! �$����-
�� ��+�����! ����������, ��+����� ��������� %�-
���������� +���!�� � ������, ����������� ��%�!��-
��! � � �=�%����� � ���%������> ����+���� ����� t. 

2. �%��$������ ��+���! $����������� ���� 
%�$B��� �������� ����� +���!�� �: 

1arctg .
z
q

� �  

3. �%��$������ ��+���! ��@���=����� kc �%��� 
�������������! $�! %����� � ����� ������ ����� %� 
������� (10). 

4. 	>��$ �� ���������� ��� ����+�� ���������-
����! �%����$��� %���$�+� %�� �$���>� %������-
��� �� ������ ��������! ����+�������� ��@���=���-
�� kc � %�����$�>� ��+�����, ����>� �$���=�. 

	 %����$����� %����$������������ ��)���� %��-
���� %����� %��$�����!���! �������� ��!��>� 
� �����>�, %�������� $�! �%����$��� %���$�+� 
� )������ $����%� ���������C� ��> ��+���� ��-
@���=����� �����! f � �=�%����� � ���������� �� 
������ ���������+����� %���������. ��@���=���� 
�����! !��!���! ������)�� %��������� $�! ����-
���������! �%����$��� %���$�+� (��� � �C��� $��-
��� ������+����� %���$�+�), %�@���� $�! ��� �%��-
$�����! %����$�� ���%���� �����$������ �� ����$� 
(���. 5, ), ��$�����C&�� ����=����>� � �������-
��+����� %��=���> � �%����$��� �=�%�����. 

 
 $

1 2 2 1

 
#��. 5. "���$ $�! ��$���������! �%����$���� �=�%����!:  

 – ��&�� ��$ ����$�: 1 – ��$��� ����������-�%����!C&��; 2 – ��$��� ��� �����!; $ – ��� �����! ����$�: 1 – �����; 2 – $��� 

��� �����! ����$� (���. 5, $) �>%����� %� ����� 
«����� – $��� � %�������C&����! ��!��». �����-
���=�� ����$� � ��� �����! %����!C� ���!�� 
� )������ $��%���� ���$�C&�� %�������>: ���-
����� ���������! � �=�%�����, $���� ����������� 
������ ���$� ������� � $�����, �$�����C �����-
�� �� �$���=� $���> ����������� ������, %����-
$���>� ��$��� ������> � �=�%�����, ���%������� 
����+���� �����. 

	 ��$� @��%��������� ��%����$������� � ������� 
�������� ������ � $���� %�$������� ����� �	/ 

TDTO SAE30 – ��������������� ����� $�! ������� 
%���$�+ � ������>� ��$������� ����������>� ��-
)�� � %�����C+����� %�$ ��������. "���! @��%�-
�������� �>�� %����$��� $�! �!$� ����+�� ���%���-
��� t %�$�������� ����� �� 40 $� 100 "° � )���� 
� 20 "°. <�! ���$�� �������� ���%������> @��%�-
������ %����$���! %�� ���$�C&�� �������!� �����-
����! vs � �=�%�����: 0,49; 0,76; 0,94; 1,29; 1,83; 
2,54; 3,43 �/�, +�� ������������� $��%���� �� 30 $� 
205 % �� ����������� �������� $�! ���$��������-
��� %���$�+�. *���� $�! ���$�� �������� ���%���- 
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���> � �������� ���������! @��%������� %����$��-
�! $�! ����+�>� ��+���� ����������� ��%�!����! 
� � �=�%����� 200; 280; 336; 384 (#� (+�� �������-
������ $��%���� 55…200 % �� ������������ ���-
�������� ��%�!����! ��). 

	 ��������� ����� %����$���>� ����������>� 
�������� � �>+������� %���+��� �����+��! ��� 
��+���� ��@���=����� �����! � �=�%����� ���$�-
���������� �%����$��� %���$�+�. 
� ������ %���-
+���>� �����= %�������> ������� ���������� $�-
����+������ ��@���=����� �����! f$ �� �������� 
���������! � �=�%����� vs, �����>� %�����> �� 
���. 6. 

#�� %���&� %��$��������>� �������� ������� 
�%��$��!�� ��@���=���� �����! � �=�%����� ���-
$����������� �%����$��� %���$�+� %�� ����+�>� 
��+�����!� %��������� �����! $�! �C��� �������� 
���������! � ��������� $��%���� vs. *���� %�$-
��$ � �%��$�����C ��@���=����� �����! %�� %���-
&� �����= ��� ��������, %��������>� %� @��%���-
��������>� $���>�, %��$�����!���! $������+�� 
$����%�>� � $�C&�� �������� �$������>� �����-
���> %�� ���+��� �������������! ������+����� 
%���$�+ � %�������-��������������� $�!���������. 
������������! %����)����� �f$ �������>� �����-
��� ��@���=����� �����! f$ ��������� 4 %. 

 
 $

� &

 
#��. 6. A������ ����������� f$ �� vs $�! ����+�>� ��+���� t � � 

D��%�����������>� $���>� ��+���� ��@���-
=����� �����!, %���+���>� ����$�� ���+������ 
��$���������! %���$�+�, !��!C��! ������$��>� 
���$����� � �������� %���+���! �$������>� ��-
�������� %�� �=���� �������������! �%����$�>� 
%���$�+. 
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