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�������� (11), (12) ������������ �
�
� ����-
���� �
�
�
� �
�����
�� ���� �������, ����-
����
� �������
� !���
�, "�� (12�)  (12) – ���
�-
���
������ �������� ��#������ �� wp = const 
 � = const �

����������
. 

�
�������� �������� �
��
���� ��
����� 

#���� 
���
���� �������$
� �
�����
�� �����-
$���
$ �����
"
 ���  ��
������� �
��
"
 ��
-
!��. 

��������%��� ����� ��
!��� �
�����, ��
 
$���$��%��� 
���
���� �
������ � ���� ������� 
� ������ �
�#
��� ������� �������  �
������-
�� �
��� �
� $��$����. �� &�� 
���
����� �� 
�
�%�� �
�#�� �
�����$�� ��
!�% ���� ��� 
��
�������
"
, ��
 $
��� ������% ���
�� ������-
� �-�� �
����
���� ����!����# � ��
$
�-
�
"
 �
������ � ��#�����. 

'�������� 
���
���� ��
!�� $
��
 
��*�-
����% ���������$ $
�!��# ���%�� ������� 
�� �� ������� [6]. ��*�
��% $
�!��# ��-
��������� � �
������
��� �
&!!#���
� �$�*�-
�� ��
��
"
 �
����� �����$����, �
 �
�
��$ 
������������% ������
�� !���� � ��� �
�#
��� 
������� �������, "�� ����������� $���$��%��� 

���
���� ��
!��. ������ $
�!��# ��� 
����
� ������� ����������� �������%�
. 

��
�
� �������� ���%�� �
������ �
��� ��� 
��
�%�
��� �� ��
����
���  �"
�
���� 
����������� ������
�
� � #����
�
�����$ 
��#������$ [7]. +��� ������
�� 
������� ���
$ 
�
�
����%��� �����������, � �����
��, � ��-
"���
���� ��
�
��
��% �
�
����$� � ��"���
��
� 
��
�
��
��% �
��
��� �������, � ������ ���
�� 
� ����
�%�
 ��� ����. /�
$� �
"
, 
� 
������� 

��
����
$ ��$
�
�$
����, ��
 �������� ��$�-
���� �
�
�����%��� �
�$
��*� ����
����  �
-
��
���� 
��*�������% ���
��� ���
�
� � �������� 
��#�������. 
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�. �. �
����, �������, !��� J��
-'���%��
"
 "
�����������
"
 ���������� (3�#
���%�
"
 �����
�����%��
"
 
����������) � F���
���� 
�. �. ����	��, �
��
� ��������� ����, ��
!���
�, !��� J��
-'���%��
"
 "
�����������
"
 ����������  
(3�#
���%�
"
 �����
�����%��
"
 ����������) � F���
���� 
�. �. ���	�����, ������� ��������� ����, �
#���, !��� J��
-'���%��
"
 "
�����������
"
 ����������  
(3�#
���%�
"
 �����
�����%��
"
 ����������) � F���
���� 

 
��!���"#$� #�%�&"#%�'()* �"&%�%+  
,�"�'�%(#("-$"(/0%�$/* !1�0�#)* $"�%� 

 
 

������ � L// ���
��� ��$����� �� 
��
����
��� �
���$����� 
�"���%-
��� �������� $�����$
�, �
�
��� �� $
-

"�� ���% �!
�$�
���� � ����#
���� �������� 
�
���. E�� !
�$�
���� ��
������$�� $�����-
$
� c L//  �����
���� � ���������
-��!
�$-
�
����
"
 �
��
��� ��
��
�$� ����$����� ����-
�
���%��� $
��� L//. 

L�
�%�����
-�
�����
� ������
� �
���
 – &�
 
�
���
, �������$
� �����$���
$ �����
"
 ��� (��-
�
������ "�������, ��������� !����, ��!
���%��� 
���") � ����$����$ ��
�% 
� �
���� �$�*���$ 
�����$���� [1, 2]. I�
����
��%� ���� �
��� ����-
���� �
, ��
 � ����
$ �
�#
�
$ ����� �
�������� 
��
!�% � 
����������$ �
&!!#���
$ �$�*���, 
�
�
��� �$������� � ����
$ ����� �� ������ 

� 
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 �x = stg�/m, (1) 

"�� s – ��" (�����
� �����
��� $���� ���$� �
-
����$ ������$); �x – ����*��� �
&!!#��-
�� �$�*���; � – �"
� �
����
�� L//; m – $
���%. 

K�
$���� ���� &�
�%�����
-�
�����
"
 �
���� 
� �"
 �
�#
�
$ ����� 
����������� "�
$����� 
������ ��
��
��*�� ���� ��
��
��%�, �������-
������
� 
� �
����. 

�
"����
 ������$ � ���
��� [3, 4] 
�
�������$ 
���
�$�� �����% ���
� ��
�
�
� ���� ��, �
�
��� 
����������� ����
�, ��� 
��
��% ���%� �
 ��
�
�� 
�
�%�
"
 �
�#� �
 ���
�
� �������. ��
�
�� ����, 
�������*�� ������ ��
�
�� ����, ����� ����$ ��-
�����% ����
�. ������$, 
��
��*$�� � ����
� 
��
�
�� ����, ����$ ��������% ����� «�», � � ��-
�
� – ����� «�». 

F� ���� ����
�� ������� ��
��
�� ���� � 
� 
�
���� �
� �"�
$ ���
���� ���$��� �
�#
�
"
 ����-
�� ����������� � 1/cos� ���, � �� ���� ����
�� 
���� � ������� ��
��
�� �� �"
� � ���$��� ��
�% 
������� �� ���� ����������� �
 �������� 
� ���$���$ � �
�$��%�
$ ����� � 1/cos� ���, ���-
�
�����%�
, 
 cos .tm m� �  (2) 

/
&!!#���� hat
*, ct

*, �����������*� ���
�� 
���$
�����
"
  ����"����
"
 ������
� ���� ���-
�, $
"�� ���% 
��������� � ������*� �

���-
����: 

 * *cos cos .t at t ah h m h h m� � � � �  (3) 

I����� 

 * * * *cos cos ; cos cos .at a th h c c� � � � � �  (4) 

��
#��� 
����
���� ���� L// � ��
��
�%�
$ 
�
�#
�
$ ����� (�
�
���� �
�
�
"
 
���������-
�� �����
� �$�*��� �����$���� xtmt) $
��
 
����$������% ��� �����%��� �������� �
���� ��-
�$$�����
� ����
�. L�
 �
��
���� ��
�%�
���% 
�� 
�������� ���$��
� L// � �
�#
�
$ ����� 
$��
��  !
�$���, ��
�%���$�� �� ������� #-
��������� �
���. 

@���� ������%�
� 
�����
�� 

 2,tr m z�  (5) 

"�� z – ���
 ���%�� �
����.  
@���� 
�����
�� ����� ���%�� 

 � �* *2 2 2 2.a t at t tR m z h x c� 	 	 
  (6) 

@���� 
�����
�� ����� 

 � �* *2 2 2 2.i t a t tR m z h x c� 
 	 
  (7) 

@����� 
��
���� 
�����
���� &�
�%����, 
���-
���*� �
�
��� ��
!� ����: 

 � �

� �

cos ;
cos .

b t

b t

r r
r r

� �

� �
 (8) 

�
�
��� ��
!� ���� � ������ � R 0 
������� 
&�
�%�����$ ������ 
��
���� 
�����
����. +
�-
*�� ���� �
 ������%�
� 
�����
�� 
����������� 
��� 

 � �� �2 tg tg .t t t t t tS m x x� � 	 � 	 �  (9) 

�
�
��� �
�����
��% ���� L// �������� &�
�%-
�����
� ���
�
� �
�����
��%� (&�
�%������$ "�-
��
�
$). E�� ������ 0�   ������  ����� �
�
��� 
�
�����
�� ���� �������� �������$ &�
�%����-
��$ "���
��$, ������ 
��
���� #����
� 
�
�
��� 
����������� �
 !
�$���$ (8), � �"�� ��-
��
�� ���
��� ��� �� ������%�
$ #����� 
���
����� � ��������: 

 �

�

tg tg cos tg sin cos ;
tg tg cos tg sin cos .
� � � � 	 � � �

� � � � 
 � � �
 (10) 

� �
������ !
�$���� �
�
����%��� ������ 
�"�� � �

���������� ����
$� ���������� ���
�
� 
��. 

���������� ���� ����$
�� �
��
���� 
�-
������% 
��
���� ���$��� $
��� L//.  

� ���
�� [5] ����������� ��
�
� �
������ $
��-
� � ��
�%�
����$ ���#��%�
"
 ��
"��$$�
"
 
�
$������, "�� !
�$�
���� $
��� ��
��
�� 
� ��
#���� 
�S������ ����
�%�� �
�#
��� ����-
�� L//. �� ���
$ ��
�
�� �
������ $
��� L// 
�
��
��% $
��� ����� 
� �
������� 
�S�����-
$�� �
�#
��� ������: ��$ �
�%�� ������, ��$ 
�
���� $
���%. 

� ����
� ���
�� � 
��
�� �
������ $
��� L// 
�
�
���
 $
����
���� ����
��
"
 ��#������ 
L//  ��
��
��*�� ���� (��. 1) [6]. �� &�
$ 
$
"�� ���% �
������ $
��� �
��� �� �������� 
����$����� ��
��
��*�� ���� (�, ha*, hf*, c*, �*). 

 

 
���. 1. ���$� ����
��
"
 ��#������ L//  

� ��
��
��*�� ����
� 



�������	
����� � ������������ 
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A
�$

����
���� ���%�� �
��� �����
���
 
� ����$� ���
$����
����
"
 ��
����
���� 
«/
$��� 3D». ;��
���$ �����$ ��� �
������ 
$
��� L// �������� ���$��� ��"
�
��, �"�� ��-
���
�� ���� �, �. 3� ��. 2 �
������ ��
#��� 
!
�$

����
���� ���%�� 
��
"
 � L//. 

3� ��. 3 � �������� ��$��� �
������ �����
-
���%��� $
���: ���$
���
"
 &�
�%�����
-�
���-
��
"
 ������
"
 �
���� (��. 3, �), �
�
���
"
 &�
�%-
�����
-�
�����
"
 ������
"
 �
���� (��. 3, �), 
&�
�%�����
-�
�����
"
 �
���� � ��������$ 
���%�$ (��. 3, �). 

 

 
���. 2. A
�$

����
���� ���%�� L// 

   
� � � 

���. 3. 4
��� &�
�%�����
-�
������ �
���: � – ���$
���
� L//; � – �
�
���
� L//; � – L// � ��������$ ���%�$ 

F������� ������� � L// $
��
 �!
�$�
���% 
�� ���
$ ����
�
��� 
��� �
��� � ��
��������� 
[7]. L�
�%�����
-�
������ �
���� 
������� �
-
��������� ��#������ �� �
�%�
 $���� �
�
�, �
 
 � 
�����$ #��������$ �
����$. 

� �������� ��$��� �� ��. 4 ������������ ���$� 
#����
�
������ �������� �������, "�� � ����-
���� 
��
"
 � �������� �
��� ��
�%������ 
����
� 
#��������
� ������
� �
���
 [8]. 

3� ��. 4, � �
������ ���$� ������� �� ����*-
���*��� 
���. I�� ���
���� �����
, $���� ������-
���%�� � �
"����
���$ $��
���
"
 �����
���, ��$ 
�������� � #��������$ �
����$. E�� 
��
"
 � 
���������� ���*��� �
�$
��� ������� � ���-
�� � �����
$� �
�����. L�
 �
��
���� ��
�%�
���% 
���� ������� � ���
�
��
�
�����  �����
��"��-
������ ���
���. �� �1 = 0; �1  0; �2  0 �������� 
���
������� � ���
��� �������� (��. 4, �). 

3� ��. 4, � ������������ ���$� #����
�
���-
��
� &�
�%�����
� ������� �� ���������*��� 

���. +��� ������� #����

�����
 ��$����% �� 
$���� $��
����� �"���, �
"�� �"
�
����� 
���-
��� �
������ �
��� � �
�%�$ �
�����$ �����
�-
��$ ���������
. ������� $��
���������%�� 
� �
"����
���$ $��
���
"
 �"��. 

� ��������� $���� ��������%��$ 
��$ (��. 4, �) 
��� &�
�%�����
-�
������ �
����, �����
������� 
������$ �
���
� ��������� ���" ���"�, �
��
��-
�� 
����$ ����$�*���$ ��"���
���% �
�
�
� 
���
� � $��
���
� �����
��� [9]. � ���
� ������-
�� �1 = �2  �1 = –�2. D�� � &�
� ���$� �����% �"
� 
� = 0, �
 �������� ���
��������� � 
������ #���-
������� �������� �� ��������%��� 
���. 

� �������� ��$��� ������� �� ��. 5 ��������-
���� $
��� ������� � &�
�%�����
-�
������ 
�
���. 
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���. 4. ���$� #����
�
������ �������:  

� – �� ����*���*��� 
���; � – ���
��� #���������� ��������; � – �� ���������*��� 
���; � – �� ��������%��� 
��� 

    
� � � � 

���. 5. 4
��� �������: � – �������� � �
�
����� L// �� ��������%��� 
���; � – �������� � ���$
����� L//  
�� ��������%��� 
���; � – �������� �� ���������*��� 
���; � – �����!�
��� ����������� �������� � ���$
����� L// [10] 

�
������ �����
���%��� $
����� L// ����$ 
$
����
���� ����
��
"
 ��#������ L//  ��
�-
�
��*�� ���� ���
��� �
��
 
������� ����%��� 
������ !
�$

����
���� ���%��. L�
� ��
�
� �
-
��
���� �
�����% $
��� L// �� �������� ����-
$����� �����$���� (��
��
��*�� ����), ��� ��-
�
����, ���  �"�
���, ��
 ��*�������
 �������� 
�����
� �
�����$�� $
����� �
���. 

+����
���%��� $
��� L// ���� �
�$
��
��% 
�� ��
����
��� �������� $�����$
� ������
-
"
 ��������� !
�$�
���% � �� �������� ��� 
�������� ������� ("����
�
����, �
������, 
#���������). 4
��� ������� $
"�� ���% �-
�
�%�
���� � ���%�����$ �� 
#��� � ��������-
�
-��!
�$�
����
"
 �
��
���. 

 
�������
��������� ������ 

1. �����
��� �
 "�
$�������
$� ������� &�
�%����-
��� ��������  ��������� ������� / �
�. ���. ;. � �
�
-
�
���
"
. – 2-� ��., �������.  �
�. – 4. : 4���
���
�-
��, 1986. – 448 �. 

2. ������� !. �., "������ #. $. T����
�
������ 
�������� ������� : $
�
"��!�. – <������� : ;��-�
 
J'�K', 2005. – 200 �. 

3. �����
��� �
 "�
$�������
$� ������� &�
�%����-
��� ��������  ��������� �������. 

4. ������� !. �., "������ #. $. '���. �
�. 
5. Bruzhas V. V., Lopatin B. A. Development of solid-state 

models for the gears of different geometry // Procedia Engi-
neering ���. "International Conference on Industrial Engineer-
ing, ICIE 2015". – 2015. – �. 369–373. 

6. �����
��� �
 "�
$�������
$� ������� &�
�%����-
��� ��������  ��������� �������. 

7. ������� !. �. F������� ������� � &�
�%�����
-
�
�����$ �
����$ // 3���� J'�K' : $������� 66-� 
����. �
�!. [L�����
���� ������]. – 2014. – �. 1478–1483. 

8. Lopatin B. A., Plotnikova S. V., Khaustov S. A. Involute 
helical-bevel gearing // Procedia Engineering ���. “Interna-
tional Conference on Industrial Engineering, ICIE 2015”. – 
2015. – �. 891–895. 

9. ������� !. �., !%�&�� �. �. I�
����
�� �������� 
������� � &�
�%�����
-�
�����$ �
����$ �� �����-
���%��� 
��� // $������� 67-� ����. �
�!. / 4�-�
 
���-
�
����  ���� @
�����
� A�����# ; J��
-'�. "
�. 
��-�, 2015. – �. 1299–1305. 

10. ���. �� �
������ $
���% RUS 159017 15.05.2015 / 
I. 3. T����
�, �. �. 	
����, �. �. ������. ����������� 
�������� ��������. 

�
�����
 20.03.2017 


