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�� ������� ��� � ������ ���� ��� n ��� 
�������� �������� �������� ����� ����� �����-
��� ������������ k – �������� �������� ������-
�����. 

!� �������"�� �������� �����, ��� ����� 3×3 
������� �����������������# � 1,5 ���� ���$�%, 
��� ����� 2×2, �� ��� ����� ��� � ����&���� ����-
��� �&� �� 20, � 30°. 

	� �����$���� ��� � ������� ������� ����-
����� k �������� �����������. '��������� ����� 
3×3 � ���������� �������� k = 0,06 (���. 5). *���-
�������#"�� ��������� ����������� ����� ����-
���� ����#"�� �������: 

� �� �100 1 0,06cos 3 .r � � �  

 

���. 5. *���� 3×3 � ���������� �������� k = 0,06 

+������� ��� ����&���� ������� �������� 
� = 20° 27/, �� ���� ������ ����, ������� ���������-
����� ������� 2×2 ��� k = 0,09. 

��%��� ��������� ������% ��"��� ���% ����� 
4'8; �� ���� ������: 

� � 2
� 2445,34 846,17 3 14392,53S � � 	 �  ��2. 

?���� �������, ������� ����������������� ���-
����� �����% ����������������� ����� 2×2 � ��� 
&� ���� �. !����� �� ��������� ���������� ��&�� 
������ �����, ��� ������� ��@����% ���������-
�������� 4'8; �������# ������� �� ��� ����&�-
��� �������, � �� �� ��������� ��� ��������. 

4� ��������� ��������� ����&���� �� ��&�� 
���� ����������� ����� 1×1. ;����������% &� �4	 
����� ��� ��$�, ��� ����$� ��������, ������, � ���� 
����$���� ����� 2×2 ��������������� ����� 3×3. 

A ����� ������� �����������, �������� ��� 
��������� ��$� �������������, ����� ������&-
��% ����� � ��������������� ���������� ����� 
4'8; � ����� ��� 2×2 ��� ���������� ���-
��&��� �������� ��������� k �������� ������-
����� ��� ����� 3×3, �� � �����$����� �������-
�� ��������� k. 
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 �������� ������� ������� $������ ���-
������������ ������ ��@����� �������-
$��� – ������ � ��������. E���� �� ����� 

����� ��$�� ���#��� ���������� �������� �����-
��$��� (4'8;). 4������������� ������������� 
4'8; ���#���: ���$�% ������% ��@�� ������� 
������%, ���������� �����&����� ��� ����&����, 
����������������� � ������ ������. ?������� 4'8; 

(���. 1) �����&�� [1] �������� ���������� ����� 1 
� ���$���� ������� (��������) � �������� ���-
������� ����� 2 � ����������� ������� (�������-
������), � ���&� ����#"�� ������� 3. 4�� ���� 
���� ��� ����������� ����� � ����������� ����-
��� N � ���$���� ������� M ����� ���� ��� �����-
����, ��� � �����������. 	� �����, ���������% �� 
���. 1, M = 2, N = 4 (�� 2×4). 

A 
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���. 1. 4��������� �������� �������$��� (4'8;) 2 × 4:  
1 – �������� �����; 2 – ������������� �����; 3 – ������� 

A �����% 4'8; (���. 2), ��������% �� ������� 
[2], ��� ���������� ����� ������, �. �. ���#� 
���� ��� M = 1, N = 1 (�� 1×1). 

 

 
���. 2. 4'8; � ������� ��������  

� ������������� ������� (1×1) 

!������� [3–5] ���&� 4'8;, � ������� ���� �� 
���� ������, �� ���� ����� ���� ���, ������ 1, 
� ������ – ��������, �� ���� ����� ���� ��� 
���$� 1. *���� ����� 4'8; �������� �� ���. 3. 

A ��� ���� ������������ 4'8; ��������� � ��-
���������� ����������. E���� �� ��&��� ������ 
�������������� � ������������ 4'8; ������� ���-
����������% ������ �� �������� �������. 	� ��-
����"��� ������� �� ��������������� ������� 
4'8; �� ��"�������� ��&������� �������. ;�-
���, �����&����% 
� !-����� [6], ���������� 
� ��&������% �������� � ��� ����% ��&�����.  

 
���. 3. *���� 4'8; � ����� ������ � ����� �������� 
����������� �������: 	 – 1 × 2 [3]; 
 – 1 × 3 [4]; � – 2 × 1 [5]; 
� – 3 × 1 [5] 

���� ���������� [7] ����� ��������������� ���-
���� 4'8;, �����#"�%�� �� ��"���������� ���-
�������� �������� «������» � Mathcad. E� ��#-
����: 1) ����� ���� ���������% ������� ������� 
� �������� ���������, ��������� � ��&��� �� ���-
������� ����; 2) �������� �������� ��������� 
� �������������� ���� ��� ����������� � �������-
����#"�� ��������� �����������; 3) ��������� 
�����������#"�� ��������, �� ���� �������� ���-
���% ������, ������#"���� �� ���� ����������. 
A ������� [8, 9] ���� �� ���������� ����� ��� 
����%, ����� ��� ���������� ����� ���#��� ��-
������� (��., ��������, ���. 1), � ��������� �����-
����� ������� ������#��� �� ������%$��� ������  
��������: 

 � �� �1 0 11 cos ;r r k M� � �  (1) 

 � �� �2 0 21 cos ,r r k N� � �  (2) 

��� r1 � r2 – ������-������� ���������%; P1 � P2 – 
����"�� ��� � ������� �����������, ��������� 
� �����������#"��� ��������; k – ����������� ��-
�������� ���������%; r0 – ������ ��������% ����&-
����� (� ������# ����&��#��� ��� ���������� ��� 
k = 0). 

*���% ������ ���� ��� ����� �������� �� 
���������. A ������� ����� N = M = 1 (���. 2), ��-
��� ��������� ���������� ���� 4'8; ���#��� 
����&�������, ���������� ���������% ����� ����-
��� – ���&� ����&�����. �������� ��&��� ��� 
������� � ��� ������, ����� M = 1 � �����������#-
"�� ��������� ������� ����&����#, � N > 1, �. �. 
����� ���������� ���������� ������������� ��-
���������% ��������� �������������� ����� 
� ������� �������% ���������% ������� �������-
�� ����� (��, ��������, ����� N = 1, M > 1). 
A �����% ������ ��$����� ������ ��� ������ – 
����������� �������� ������� �������� ������� 
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4'8;, �����&�"�% ������ � �������� �������-
��� �����. 

'�������� �����, �����������#"�� ����# M = 1; 
N > 1, �������� �� ���. 4. R���� ����&����� �����-
���� ����� 1 ���"�� ����������� ������ ������-
�������� ����� 2 �� ���������� ��������������� . 
?���� ����������� ���������% �����������#� ���-
���� ��������. '��������� r – ������-������ ���-
�����% ���������� ������������� ����� � �����-
��&��% ������� ���������; ���������� r0 – ������ 
������ ������� � ������� ���������, ��������% 
� ������ ������; ��� �2 – ����"�% ��� �������� 
������-������� r(�2), �����������#"��� ���&���� 
������ ������� � �������&��% ������� ��������� 
(��������� ����� 2), � � – ��� �������� ������� 
����� 1 ����������� ������� �����. 

 

 
���. 4. ?��������� ������ ������� (4'8; 1×2):  

1 – ���������� �� ��������� �����; 2 – ���������� �� ������� 

!� ���. 4 ������� ����#"�� �����������: 

 2 2 2
02 cos ,e r er r� � � �  (3) 

�� 

 � �2 2 2
02 cos 0.r er e r� �� � �

 
 (4) 

'�$��� ���������� ��������� (4) ����������� r. 
��� ���������� ��� ������:  

 � �2 2 2
0cos cos 1 .r   r� �� �� �  (5) 

4'8; – ��� ���������% ��������, � ������� 
����$���� ���� �������� �/�2 ������� 1 � 2 ������-
����� ������� ����� �� ��������% �����&���� 
������� ����� N/M. 4�� � = 1 ������� � = N�2. 

4��������� (5) � ��������, ��� �������������� 
0 , r k�  ������� ��������� ���������� ������ � 

������� � ������� �����������, ��������� � ��-
�����&��� �������� ������ 2: 

 � � � �� �2 2
0 2 2cos 1 sin .r r k N k N� � � � �  (6) 

*�������� ��������� (6) � ���������� (2), ����-
����, ��� ��� �������� �����#���. ?��������� 
������ � ������� � �����������, ��������� � ���-
��� 1, – ��� ����&����� �������� r0 � ������� �1, 
���"����� ����������� ������ �2 �� ������� 
��������������� . 

*���#"�% ���� ��������������� ������� �����-
��� ������� 4'8; – �������� �������� ��������� 
� �������������� ���� ��� ������������ � ����-
�������#"�� ��������� ����������� – ���������� 
�� ��������, ���&����% � ������ [10]. 

T��� ��������������� �������, ������"�% � ��-
��&����� ������% ������ ���������� ����, 
��&�� ���������� ����� ��������� [11] – �����-
&���� � ������������ �����. A ����� ���������� 
�����&������ ������ ������ �������� ������ 
�����#��� ����� ��������� �����������#"�� ��-
��������� �������� ����. 4�� ���� ����� ������-
����� �� �������� ������������ �������������� 
����� � ���������� ������������� ���������. 

A� ������ �����  ������ ������ ���������� 
���� �����#��� ��� �����#"�� � ������� � ��� 
���&���� ����������� �����������#"��� ���-
�������� �����. 4�� ���� �� ��������� ������-
��� ������� ���������� [12] ����� ��������� �����-
�����% �� ��������� (6) �� ��� P2. T�� ��������� 
����� ����� ��� 

 � � � �
� �

2
0 2 2 22 2

cos
sin 1 .

1 sin

k Ndr Nkr N
d k N


 ��� � � � �
� � � �� �

 (7) 

?���� �������, ������ ����&����� ������ ���-
������ ����� ��������� ����� 4'8;, ������#"�-
���� � ������ ������, ��&� (��� � � ����� ���� 
�������� ����) ��$����� � ������������� ���-
�������� ��������� «�E;4
*» � Mathcad. 

6���� 
4����&����% ����� ��������������� ������� 

4'8; ��������, �� ������� ������������ �����-
��������%, � ����"�# ����������� ������� �����#-
������ �������� ������� ������ �������� �����-
�� 4'8;, �����&�"�� ������ � �������� ���-
������� �����, � ����� ����������% �� �� 
����������� � ����������� 2D-��������%. 4���-
�&����% ����� ��&�� ���� ���������� ��� ���-
����������� ���������� �������� �������$�� 
(�������, �����- � ��������������%) ������������-
�� ����������% ��$�������������% ������. 
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&����� ����������B 
� ������������ �������� ����%��� ���-
������, � ��� ���� ��������� �����������% 
��������� �����% ��$��, $����� �������-

#��� ����� �������������� ������, ��� ��������-
����-������������% � ������������% ������. 4�� 
���� �������� ����� �� ������ ������� �� �������� 
���������������� ������, ���&����� � �� ����-
��. 4������ ��� ������� �������#� �� ��������-
����� ��������������� ������ ���������������� 
������ [1–3]. 4�� ������������ ��������� ����-
��������� ������������� $�����^� ���������� 
��������� �������� �������������� ���� ��������� 
��� ����%���. 

������� 
�C��D	�	� 

���� ��������� ������� ������������ � ���-

������������� ������� ������ ������������ � ���-
���������� ��������� ���������� ����������, ��� 
�� ����������� ���������� �����&�� ��� ���#-
����� ����#"�� ���������% � ���������������� 
������. 

1. +�������� � ����������� ���������� ���#�-
�� ����%���� ��������� � ��������� ������� 
������������. * 

2. 	�������� ��������% ���������% � �� ������� 
�� ����#���� �������% � � �������� ���������% 
�� ���������% ��� �������� ���#������ �. 

3. +������� ����������� ���������� �1, �2, …, �m 
������#��� � ��������&��� ����� �$������ �� 
��������# � �$����% ��������� �. 

4. 4��������� �1, �2, …, �m  ���%�� ����������. 
5. 4������ ������������ � ������� ���������-

��� � ������������. 
6. T��������������� ������ ������� �� ���� 

����������� ��������%, ���#����% � ������#� 
����%��# ������� �� �����% ���������% �������-
�����. 

7. '�������� ���#����% �� �����&�� ����� ��-
���#"���� �������%, �� �������&�"�� � �����% 
���������% ������������. 

4����� ���������� ���#����� ��������� ���-
������% � ���������������� ������? 4�� ������ 
��������������� �������� ��� ����%���� ����� 
������ ������ ���������� �����������% ��������-
��� � ��������� ���������� � �������� �������� 
�������. ;����� ���������� ���������� ��������-
���% � �����%, � ���&� �������� �� �������� 
�������������� ������� ������ �� ��� �����: ����-
����������� � �����������������. 4����� ������ 
� �������� ���������� ��� ������������ ������-
��� ����%��� ������ �� ���������� ������. 
	� ������� ����� ������� � ��������� ��� ������ 
�����������. 

� ������� ����� ��������� ������� �������� 
� ���������������� ������ �������� � ��������-
���� ������������� �� ������� ���������� ������-
�����%; �������$�� ��������� �� ������� ����-
������ ��������% ���������; ��������, �������#-
"�� �2-������������, t – ������������ *��#�����, 
F – ������������ B�$��� �� ������ ����������-
��� ����������. L���������, ��� ���� � ��� &� 
�������% ����� ����%����� ��� �������� ����% ��-
���% �������� � ������%����� ��� �������� ���-
��%. ��������, ��� ������������ �������� �2 �� 
�������� �������� � ������ ������������ �� ������ 
����%���. E����� ��� �������� �������� � ������-
��� ��������% ����%��% ������� � ��������� 
������ ������� �� �&� ������%���. T�� ��������� �� 
������������� �"�������� ������ �������������� 
��������� � �������, ����������� ���� ���������, 
��� ����������� ������� ��������� ����������-
������ ������. 

4������� ������������ ������������ ��������-
���% ����������� � ��������� ����%��� ������ 

	 


