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Приведен метод определения радиусов кривизны переходных кривых профилей зубьев сателлитов плане-
тарных передач с внутренними зацеплениями колес и малой разницей чисел их зубьев. Для нарезания таких 
колес передачи целесообразно использовать нестандартный инструмент со скругленными вершинами зубьев. 
Представлен модифицированный исходный производящий контур и соответствующий ему профиль зуба про-
изводящего колеса (долбяка) в среднем сечении. Вершина зубьев такого режущего инструмента в отличие от 
стандартного скруглена, а высота их делительной головки уменьшена. Осуществлен сравнительный анализ 
радиусов кривизны профилей зубьев сателлитов, нарезанных стандартным и нестандартным инструментом 
разного типа (зубодолбежным и реечным). 

Показаны зависимости относительного радиуса кривизны переходных кривых профилей зубьев сателлита 
и колеса от углового параметра, определяющего положение режущего инструмента, позволяющие оценить 
их изгибную прочность в сравнении с зубьями колес, нарезанных стандартным инструментом. Представлены 
результаты выполненного компьютерного моделирования на участках переходных кривых профилей зубьев. 
Установлено, что на этих участках радиус кривизны переходной кривой профиля зуба сателлита, нарезанно-
го нестандартным долбяком, несколько больше аналогичного параметра колеса, нарезанного таким же ин-
струментом. Однако так как толщина зуба колеса намного больше толщины зуба сателлита, лимитирует 
несущую способность исследуемого зацепления колес и планетарной передачи в целом изгибная прочность 
зубьев сателлита. Расчеты по приведенным зависимостям показывают, что при нарезании колеса и сател-
лита планетарной передачи нестандартным долбяком планетарная передача работоспособна, не подверже-
на опасности заклинивания и имеет высокую нагрузочную способность. 
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Введение 
убчатые планетарные передачи нашли 
весьма широкое распространение в техни-
ке [1–5]. Среди них планетарные передачи 

с внутренними зацеплениями колес и малой раз-
ницей чисел их зубьев выгодно отличаются от 
передач других типов высокой нагрузочной спо-
собностью и большим передаточным отношени-
ем в одной ступени [6]. Однако часто используе-
мые на практике конструкции с цевочным зацеп-
лением имеют большие углы давления, что 
отрицательно сказывается на коэффициенте по-
лезного действия механизма и требует использо-
вания мощных подшипниковых узлов. Анало-
гичные передачи с эвольвентными колесами 
и роликовым механизмом снятия движения с са-
теллитов (рис. 1) в значительной степени лише-
ны указанных недостатков, но их несущая спо-
собность ограничена сравнительно низкой из-
гибной прочностью зубьев, одним из важнейших 

показателей которой является радиус переходной 
кривой профиля зуба [7]. 

Цель исследования – повышение нагрузоч-
ной способности планетарной передачи за счет 
улучшения ее геометрического показателя – 
увеличения радиуса кривизны профилей зубьев 
в основании и, следовательно, снижения кон-
центрации напряжений изгиба. 

Методика расчетов 
В передаче с небольшой разницей чисел 

зубьев колес имеет место большой фактический 
коэффициент перекрытия благодаря малости 
зазоров в зацеплении, что позволяет без ущерба 
для работы механизма снизить высоту эволь-
вентной части зуба, увеличить радиус переход-
ной кривой его профиля и тем самым повысить 
нагрузочную способность планетарного меха-
низма. Для нарезания таких колес передачи це-
лесообразно использовать нестандартный инст-
румент со скругленными вершинами зубьев. 

З 
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На рис. 2 представлен модифицированный 
исходный производящий контур и соответст-

вующий ему профиль зуба производящего коле-
са (долбяка) в среднем сечении. 

 

 
Рис. 1. Планетарная передача с малой разницей чисел зубьев колес и роликовым механизмом  

снятия движения с сателлитов 

Fig. 1. Planetary gear with a small difference in the number of teeth of the wheels and a roller mechanism  
for removing motion from satellites 

 
Рис. 2. Модифицированный исходный производящий контур и соответствующий ему профиль зуба  

производящего колеса в среднем сечении (коэффициент смещения 0ox = ) 

Fig. 2. The modified initial producing contour and the corresponding tooth profile of the producing wheel  
in the middle section (bias factor 0ox = ) 

Вершина зубьев такого режущего инстру-
мента в отличие от стандартного скруглена 
(очерчена по дуге окружности радиуса oαρ  или 

oαρ ), а высота их делительной головки ( ohα  или 

ohα ) уменьшена. 
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Параметры производящей рейки: α = 20°; 
0,5oS m= π ⋅  (m – модуль зубьев); 0,75 ;lh m=  

0 2 tg ;k o lS S h= − α  00,5 / cos ;o kSαρ = α  

0 sin ;c lh h α= −ρ α  0.o ch hα α= −ρ  
Параметры производящего колеса:  

α = 20°; 0,5 ;o or mz=   cos ;bo or r= α  

( )0,5 2 tan ;o oS m x= π + α   0,75 ;lh m=  

;ko o o lr r mx h= + +   arccos ;bo
ko

ko

r
r

⎛ ⎞
α = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2 inv inv ;
2

o
ko ko ko

o

SS r
r

⎡ ⎤
= + α − α⎢ ⎥

⎣ ⎦
  ;

2
ko

ko
ko

S
r

β = α −  

0,5 ;
cos

ko
ao

S
ρ =

β
  ( )) sin ;c o l oh m x h m α= + −ρ β  

0 0 ;a c ah h= + ρ  0 0 ;ao ar r h= +  

oz  – число зубьев долбяка; ox  – коэффициент 
смещения его исходного контура. 

В соответствии с этим параметры станочного 
зацепления долбяк o – колесо с внутренними 
зубьями e определим из следующих общеизве-
стных уравнений (рис. 3): 

inv inv 2 tan ;e o
wo

e o

x x
z z
−

α = α + α
−

  0,5 ;e er mz=  

cos ;be er r= α   ;
cos

be
we

wo

rr =
α

  ;
cos

bo
wo

wo

rr =
α

 

;wo we woa r r= −  

−ez  число зубьев колеса; −ex  коэффициент 
смещения его исходного контура. 

 

 
Рис. 3. Станочное зацепление долбяк – колесо 

Fig. 3. Mill cutter gear - wheel 

Переходная кривая профиля зуба колеса 
представляет собой эквидистанту гипотрохои-
ды. Текущее значение радиус-вектора точки пе-
реходной кривой и соответствующего ему по-
лярного угла выразим через параметр ϕ: 

( ) ( ) ( )2 2 2 cos ,ao we we aoe
r CP r r CPϕ = + ρ + − + ρ γ  (1) 

( ) ( ) ( )
( )

2 22

arccos ,
2

we aoe
e

we e

r r CP
r r

⎡ ⎤ϕ + − + ρ
⎢ ⎥θ ϕ = − ϕ

ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦
  (2) 

( ) ( ) ( )
2 2 2 cos ,wo c wo wo wo c oCP r H r r r H i= + + − + ϕ  

,c c wo oH h r r= − +  
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,o e oi z z=   
( )22 2

cos .
2

wo wo C

wo

CP r r H

CPr

+ − +
γ =  

В граничной точке профиля зуба колеса пер-
пендикуляры к профильной нормали OM  
и eO N  равны радиусам основных окружностей 

bor  и ,ber  а угол ( ) woaα ϕ =  (см. рис. 2). Тогда 
величина радиус-вектора граничной точки 

 ( )2
2 2 2sinle ko bo wo wo ber r r a r= − + α +  (3) 

и соответствующий ей угол 

1 arccos .bo
le wo

o wo c

r a
i r H
⎡ ⎤⎛ ⎞

ϕ = −⎢ ⎥⎜ ⎟+⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Аналогично, уравнения переходной кривой 
и граничной точки профиля зуба сателлита, со-
ответствующие станочному зацеплению сател-
лит – долбяк (рис. 4) (уравнения эквидистанты 
эпитрохоиды): 

( ) ( ) ( )22 2 cos ;wg ao wg aog
r r CP r CPϕ = + + ρ − + ρ γ  (4) 

( )
( ) ( )

( )

2 22

arccos ;
2

wg aog
g

wgg

r r CP

r r

⎡ ⎤ϕ + − + ρ
⎢ ⎥θ ϕ = −ϕ

ϕ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (5) 

( )2
2 2 2

lg sin ;wo wo ko bo bgr a r r r= α − − +  

 0 0
lg 0

0

arccos .b
W

Cg W

Z r a
Z r H

⎡ ⎤⎛ ⎞
ϕ = −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (6) 

Здесь 

( ) ( ) ( )22 2 cos ;wo c wo wo c wo g oCP r H r r H r z z= + + − + ϕ  

;c c wo oH h r r= − +  

( ) ( )cos /
cos ;c wo g o woH r z z r

CP

+ ϕ −
γ =  

woa  и woα  – соответственно, межосевое расстоя-
ние и угол станочного зацепления; cos ;bg gr r= α  

wor  и wgr  – соответственно, радиусы начальных 
окружностей долбяка и сателлита. 

Для определения радиусов кривизны пере-
ходных кривых профилей зубьев сателлита 
( ) ,ρ ϕ  нарезанного зубодолбежным инструмен-

том, представим выражения (1) и (4) в следую-
щем виде: 

 ( ) ( ) ( )sin ;X rϕ = ϕ ⎡Θ ϕ ⎤⎣ ⎦  (7) 

 ( ) ( ) ( )cos .Y rϕ = ϕ ⎡Θ ϕ ⎤⎣ ⎦  (8) 

Тогда, используя уравнения дифференциаль-
ной геометрии, получим 

 ( ) ( ) ( ) ( )
32 21 1

11 1 1 11
,

X Y
R

m Y X Y X m

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤+ρ ϕ ⎢ ⎥⎣ ⎦ϕ = =
−

 (9) 

где ( )1 ;X dX dϕ = ϕ ϕ  ( )11 2 2 ;X d X dϕ = ϕ ϕ  

( )1 ;Y dY dϕ = ϕ ϕ  ( )11 2 2 .Y d Y dϕ = ϕ ϕ  
 

 
Рис. 4. Формообразование зубьев сателлита долбя-
ком с модифицированным исходным производящим 
контуром 

Fig. 4. Shaping of the teeth of a satellite by a milling 
cutter with a modified initial manufacturing contour 

Примеры и результаты расчета 
В табл. 1, 2 представлены зависимости отно-

сительного радиуса кривизны переходных кри-
вых профилей зубьев сателлита и колеса от па-
раметра ϕ, найденные по приведенным зависи-
мостям, позволяющие оценить их изгибную 
прочность в сравнении с зубьями колес, наре-
занных стандартным инструментом. 
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Таблица 1. Значения относительного радиуса  
кривизны переходной кривой профиля зуба  
сателлита ( )R ϕ  при 0gx =  на участке впадина  

( )0ϕ =  – граничная точка ( ) ,lϕ = ϕ  нарезанного  
долбяком с модифицированным исходным  
контуром ( 0 25,Z =  0 0x = ) и стандартным  
реечным инструментом 
Table 1. The relative radius of curvature  
of the transition curve of the profile of the tooth  
of the satellite ( )R ϕ  at 0gx =  in the depression  

section ( )0ϕ =  – boundary point ( ) ,lϕ = ϕ  chopped  
milling cutter with modified initial contour  
( 0 25,Z =  0 0x = ) and standard rack tool 

Z = 60 Z = 80 Z = 100 Z = 120 
lϕ ϕ  
ГОСТ – ГОСТ – ГОСТ – ГОСТ – 

0 0,11 0,57 0,09 0,57 0,09 0,57 0,08 0,57
0,25 0,16 0,58 0,14 0,58 0,13 0,58 0,13 0,58
0,5 0,35 0,64 0,32 0,64 0,30 0,63 0,28 0,63
0,75 0,72 0,76 0,66 0,75 0,62 0,74 0,59 0,74
1,0 1,28 0,95 1,19 0,93 1,13 0,92 1,09 0,92

 
Таблица 2. Значения относительного радиуса  
кривизны переходной кривой профиля зуба  
колеса ( )R ϕ  на участке впадина ( )0ϕ =  –  

граничная точка ( ) ,lϕ = ϕ  нарезанного долбяком  
с модифицированным и стандартным исходным  
контуром ( )0 00,6; 25; 0ex z x= = =  

Table 2. The relative radius of curvature of  
the transition curve of the profile of the tooth  
of the wheel ( )R ϕ  in the depression section ( )0ϕ =  - 

boundary point ( ) ,lϕ = ϕ  milled cutter with modified  

and standard initial contour ( )0 00,6; 25; 0ex z x= = =  

Ze = 80 Ze = 100 Ze = 140 
lϕ ϕ  

ГОСТ – ГОСТ – ГОСТ – 
0 0,05 0,54 0,06 0,55 0,08 0,55 
0,25  0,07 0,55 0,09 0,55 0,11 0,56 
0,5  0,14 0,56 0,17 0,56 0,21 0,58 
0,75  0,27 0,57 0,34 0,59 0,43 0,62 
1,0 0,50 0,59 0,63 0,63 0,78 0,69 

 
Компьютерное моделирование и исследова-

ния, выполненные другими авторами (напри-
мер, Кудрявцевым В. Н., Кирдяшевым Ю. Н., 
Гинзбургом Е. Г.) [8], показывают, что макси-
мальные напряжения возникают на участках 
переходных кривых профилей зубьев, соответ-
ствующих 0,5 .lϕ ≅ ϕ  На этих участках, как сле-
дует из таблиц, радиус кривизны сателлита, на-
резанного нестандартным долбяком, несколько 
больше аналогичного параметра колеса, наре-
занного таким же инструментом. Однако так как 
толщина зуба колеса намного больше толщины 

зуба сателлита, лимитирует несущую способ-
ность исследуемого зацепления колес и плане-
тарной передачи в целом изгибная прочность 
зубьев сателлита. В связи с этим целесообразно 
принять высоту зуба центрального колеса e 
максимально возможной исходя из условий от-
сутствия интерференции его кромки с переход-
ными поверхностями зубьев долбяка (в станоч-
ном зацеплении) и сателлита, а высоту зуба по-
следнего определить в соответствии с заданным 
коэффициентом перекрытия ε . Тогда соотно-
шения между геометрическими параметрами 
примут следующий вид: 

 ( )2
2 2 2

lg sin ;ae bg w w ber r r a r= − + α + + δ  (7) 

( )2
2 2 2sin cos ;ag ae be w w bgr r r a m r= − − α + επ α +  (8) 

 0,25 ,ae wo for a r m≥ + +  (9) 

где wα  – угол зацепления; wa  – межосевое рас-
стояние передачи; cos ;be er mz= α  agr  и aer  – со-
ответственно, радиусы окружностей вершин 
зубьев сателлита и центрального колеса; for  – 
радиус окружности впадин долбяка; δ – допуск, 
учитывающий отрицательное влияние погреш-
ностей изготовления передачи на интерферен-
цию профилей зубьев. 

В этих выражениях при разнице чисел зубьев 
колес 1 3zΔ = −  угол зацепления 44 60wα = … °  
(меньшее значение соответствует 3,zΔ =  боль-
шее – 1zΔ = ), что позволяет избежать заклини-
вания передачи из-за интерференции продоль-
ной кромки внешнего зуба с главной поверхно-
стью внутреннего [9]. 

Анализ результатов и выводы 
В табл. 3 приведены значения радиусов окруж-

ностей выступов сателлита и центрального колеса 
передачи при 0 25,Z =  0 0gx x= =  и углах зацеп-

ления 60wα = °  ( )1 ,ZΔ =  50wα = °  ( )2 ,ZΔ =  
44wα = °  ( )3 .ZΔ =  

Расчеты по приведенным зависимостям по-
казывают, что при 1,05ε =  и нарезании цен-
трального колеса долбяком с числом зубьев, 
отличающимся от числа зубьев колеса не ме-
нее чем на 25, планетарная передача работо-
способна, не подвержена опасности заклини-
вания и меет высокую нагрузочную способ-
ность. 

 



Машиностроение и машиноведение 

 

29

Таблица 3. Значения относительных радиусов  
окружностей выступов колес 
Table 3. The values of the relative radii of the circles  
of the protrusions of the wheels 

1ZΔ =  2ZΔ =  3ZΔ =  
gZ  

a gr m  aer m  a gr m  aer m  a gr m  aer m  

50 25,660 25,274 25,531 25,801 25,428 26,322
60  30,688 30,302 30,556 30,798 30,452 31,320
70 35,704 35,321 35,572 35,795 35,466 36,318
80  40,714 40,335 40,582 40,794 40,476 41,316
90 45,722 45,345 45,589 45,792 45,483 46,315
100 50,727 50,353 50,595 50,791 50,488 51,314
110 55,732 55,360 55,599 55,790 55,492 56,313
120 60,735 60,365 60,602 60,790 60,495 61,312

 
Максимальное напряжение изгиба зуба са-

теллита, лимитирующего нагрузочную способ-
ность передачи, имеет место в точке переходной 
кривой профиля зуба, соответствующей пара-
метру 0,5 lϕ ≅ ϕ  [10]. В этой точке радиус кри-
визны переходной кривой профиля нестандарт-
ного зуба больше аналогичного показателя 
стандартного зуба примерно в два раза, во 
столько же раз ниже напряжения изгиба.  

Таким образом, использование при нареза-
нии колес планетарной передачи нестандартно-
го зубодолбежного инструмента со скруглен-
ными вершинами зубьев позволяет повысить 
нагрузочную способность зацепления примерно 
в два раза за счет увеличения радиусов кривиз-
ны  переходных кривых профилей зубьев и по-
вышения их изгибной прочности. 
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Geometry of Internal Meshing of Planetary Gearwheels Cut by Non-standard Gear Shaping Tools 
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E.F. Vychuzhanina, PhD in Economics, Associate Professor, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 

 
The paper describes a method for determining the radii of curvature of the transition curves of the teeth profiles of 

planetary gears with internal gearwheels and a small difference in the number of their teeth. To cut such gearwheels, 
it is advisable to use a non-standard tool with rounded tooth tips. A modified initial generating contour and the corre-
sponding tooth profile of the generating gearwheel (shaper) in the middle section are presented. The tip of such cut-
ting tool teeth, in contrast to the standard, is rounded, and the height of their dividing head is reduced. A comparative 
analysis of the radii of curvature of the teeth profiles of the satellites cut by standard and non-standard tools of differ-
ent types (gear shaping and rack and pinion) is made. 

The dependences of the relative radius of curvature of the transition curves of the teeth profiles of the satellite and 
the gearwheel on the angular parameter are shown, which make it possible to estimate their bending strength in com-
parison with the teeth of gearwheels cut by a standard tool. The results of the computer simulation performed on the 
sections of the transition curves of tooth profiles are presented. It was established that in these sections, the radius of 
curvature of the satellite cut by a non-standard cutter is slightly larger than the similar parameter of the wheel cut by 
the same tool. However, since the thickness of the wheel tooth is much higher than that of the satellite tooth, it limits 
the bearing capacity of the studied meshing of gearwheels and the planetary gear as a whole and the bending strength 
of the satellite teeth. Calculations based on the given dependences show that when cutting the planetary gearwheel 
and satellite by a non-standard cutter, the planetary gear is operational, not prone to jamming, and has a high load 
capacity. 

 
Keywords: planetary gear, non-standard gear shaping tool, gear geometry. 
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