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Рассматривается методика применения уравнения геометрической связи звеньев в высшей кинематиче-

ской паре кулачкового механизма для проведения полного синтеза механизма с плоским поступательно дви-
жущимся толкателем с произвольным углом наклона тарели. Отличительной особенностью методики явля-
ется то, что уравнение огибающей профиля кулачка выведено из уравнения геометрической связи кулачка 
и толкателя в декартовой системе координат. Все преобразования, решение исходного уравнения связи 
и уравнения огибающей проводятся методом матриц в этой же системе координат без перехода к другим 
системам координат и графическим методам или их интерпретации.  

В результате выполненных исследований получены расчетные зависимости для определения координат 
точек профиля кулачка при произвольном угле наклона тарели толкателя. Выведена формула для определения 
радиуса кривизны кулачка при произвольном угле наклона тарели. Предложен порядок действий для определе-
ния величины радиуса основной окружности кулачка с учетом выявленных особенностей построения профиля 
кулачка.  

На основе разработанной методики создано программное обеспечение в пакете MathCad. Корректность 
методики и программного обеспечения проверена на числовом тестовом примере. В ходе компьютерного мо-
делирования установлена причина необходимости ограничения величины угла наклона тарели, обусловленная 
явлением самопересечения профиля кулачка, которое не зависит от угла давления и не отслеживается усло-
вием выпуклости его профиля. 

Результаты тестирования позволяют утверждать, что обобщенная методика синтеза плоских кулачко-
вых механизмов является корректной и эффективной, поэтому имеет перспективы применения, например, 
для кулачкового механизма с плоским вращающимся толкателем.  

 
Ключевые слова: кулачковые механизмы, высшая кинематическая пара, уравнение механической связи, пре-
образования координат, синтез. 

 
 

Введение 
улачковые механизмы находят широкое 
применение в различных отраслях тех-
ники, так как позволяют получать ши-

рокий спектр законов движения исполнительно-
го органа машин и механизмов для относитель-
но простого обеспечения согласованного дви-
жения различных рабочих органов. 

До настоящего времени кулачковые механиз-
мы успешно используются для управления цик-
лами двигателей внутреннего сгорания, резки и 
сортировки продукции, управления процессом 
печати в полиграфической промышленности, 
прядильном и ткацком текстильном оборудова-
нии, топливных насосах, часовых механизмах, 
механизмах подачи различных станков, устрой-
ствах включения-выключения и управления 
в электротехнических устройствах. Находят ку-
лачковые механизмы и новое применение, на-
пример, в кулачково-винтовых прессах [1]. 

Одним из наиболее распространенных при-
меров использования таких механизмов являют-

ся распределительные механизмы в двигателях 
внутреннего сгорания, где кулачки распредели-
тельного вала напрямую или через коромысла 
открывают клапаны цилиндров в соответствии 
с необходимым циклом. В этом случае, как 
и в некоторых других, где кулачки испытывают 
значительные динамические нагрузки, появля-
ются определенные сложности в формировании 
профиля кулачка, что связано с его деформа-
циями в процессе работы. 

Очень широко кулачковые механизмы при-
меняются в разнообразном оборудовании поли-
графической промышленности. Например, а ап-
паратах подготовки печатных форм кулачки  
используются в подающих устройствах; в аппа-
ратах офсетной печати – механизмах давления. 
Используются кулачки и в системах подачи 
краски печатных устройств, например, для ре-
гулировки подачи краски. Присутствуют они 
и в сталкивателях приемно-выводных устройств 
в ротационных листовых машинах. В целом 
в полиграфических машинах кулачковые меха-
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низмы применяются в узлах, где требуется 
обеспечение каких-либо циклических действий, 
таких как подача, резка, прижим через опреде-
ленные интервалы времени. Известно, что в по-
лиграфии широко применяются операции сши-
вания продукции, где в подающих механизмах 
также используются кулачки. 

В текстильной промышленности формирова-
ние тканей происходит за счет согласованного 
действия различных механизмов ткацких стан-
ков, для чего также широко применяются ку-
лачковые механизмы. Следует отметить, что 
в текстильном оборудовании кулачки также ис-
пытывают серьезные динамические нагрузки, 
что необходимо учитывать при проектировании 
их профилей. 

В часовых и им подобных механизмах ку-
лачки применяются, например, в репетирных 
механизмах, механизмах боя, суточных индика-
торах, распределительных валах часовых тахо-
метров и др. 

В токарных станках кулачковые механизмы 
применяются, например, для передачи движе-
ния от распределительного вала к исполнитель-
ному органу (перемещение шпиндельных бабок, 
суппортов с инструментами и др.) 

Несмотря на значительное развитие электрон-
ных компонентов для коммутации больших 
мощностей, кулачковые механизмы по-прежнему 
широко используются в устройствах включения-
выключения, переключения и управления в элек-
тротехнике. Так, для схем управления электро-
приводом применяются универсальные пере-
ключатели, где кулачок используется для замы-
кания в нужном порядке групп контактов. Для 
управления цикличными производственными 
процессами используются особые аппараты 
управления, обеспечивающие выполнение про-
граммы работы исполнительных устройств в за-
данной последовательности, – командоаппараты 
и командоконтроллеры. Они представляют собой 
механические устройства, периодически воздей-
ствующие на управляющие электрические эле-
менты. Распределительным устройством таких 
аппаратов являются валы с кулачками. В данном 
случае от профиля кулачков будут зависеть мо-
менты включения и выключения отдельных кон-
тактов. 

В фундаментальных обзорах [2–6] рассмот-
рены существующие методы решения задачи 
(по Ф. Л. Литвину [7]) синтеза трехзвенного 
механизма, осуществляющего передачу зацеп-
лением. Широко применяемым методом реше-
ния задачи синтеза сопряженного профиля за-

цепления являются дифференциальные мето-
ды, включая кинематический. Различия между 
вариантами заключаются в форме задания 
уравнений, описывающих механические связи 
звеньев, образующих высшую кинематическую 
пару [8–10]. 

В статьях [11, 12] уравнения связи представ-
лены как параметрические с параметром – уг-
лом давления в точке контакта профилей. 
В статьях [13, 14] уравнения связи даны в форме 
параметрических с параметром – углом поворо-
та кулачка и кинематическим уравнением – от-
носительной скорости звеньев в точке контакта. 

В работах [15, 16] рассмотрен дифференци-
альный метод решения задачи анализа зацеп-
ления с применением кинематического уравне-
ния связи. Там же отмечено, что уравнение 
кривой линии на плоскости может быть задано 
в явном виде, неявном виде, а также в парамет-
рическом. 

В исследованиях [17–20] синтез кулачковых 
механизмов рассмотрен с учетом дополнитель-
ных условий, характеризующих их работу. 

Все приведенные выше методики синтеза 
профилей кулачков характеризуются тем, что 
в одной методике для математической модели 
механизмов используются разные виды коорди-
натных систем – прямоугольные и полярные, 
что при определенных параметрах и условиях 
приводит к неточностям вычислений. Каждая 
методика определяет по-своему знаки «плюс» 
и «минус», связанные с расположением и на-
правлением движения толкателя и кулачка, что 
приводит к путанице и ошибкам. 

В статье сформулирована обобщенная мето-
дика синтеза плоских кулачковых механизмов. 
Показано, что из одного уравнения механиче-
ской связи можно получить все необходимые 
расчетные зависимости для синтеза кулачкового 
механизма, а также рассмотрен пример плоско-
го кулачкового механизма с вращающимся ку-
лачком роликовым толкателем. 

Цель работы – показать применимость ра-
нее предложенной обобщенной методики 
(Вестник ИжГТУ имени М. Т. Калашникова. 
2021. Т. 24, № 2. С. 15–20) для решения задачи 
синтеза кулачковых механизмов с плоским тол-
кателем, отличающихся геометрической фор-
мой толкателя, а значит уравнением механиче-
ской связи. 

Математическая модель кулачкового  
механизма 
Рассмотрим схему зацепления кулачка и ро-

лика толкателя (рис. 1). 
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Рис. 1. Схема кулачкового механизма: X1, Y1 – сис-
тема координат, связанная с кулачком; X2, Y2 – сис-
тема координат, связанная с толкателем; X3, Y3 – 
система координат, связанная со стойкой; β – угол 
наклона тарели толкателя; ϕ – угол поворота кулачка 
R0 – радиус основной окружности кулачка; S – пере-
мещение толкателя; S0 – начальное положение толка-
теля; A, B, C – точки расположения кинематических 
пар механизма 

Fig. 1. Scheme of cam mechanism: X1, Y1 - coordinate 
system associated with the cam; X2, Y2 - coordinate sys-
tem associated with the pusher; X3, Y3 - coordinate sys-
tem associated with the rack; β - angle of inclination of 
the pusher plate ; ϕ - angle of rotation of the cam; R0 - 
radius of the main circle of the cam; S - movement of the 
pusher; S0 - initial position of the pusher; A, B, C - points 
of location of kinematic pairs of the mechanism 

Синтез механизма данного типа предполага-
ет определение координат точек профиля ку-
лачка в соответствии с законом движения тол-
кателя и радиуса основной окружности кулачка, 
обеспечивающего выпуклый профиль кулачка. 

Как известно, при синтезе кулачкового меха-
низма данного вида необходимо учитывать, что 
профиль кулачка в любой его точке должен быть 
выпуклым. Поэтому при разработке алгоритма 
это обязательное требование будет учтено. 

Выберем следующие системы координат, 
связанные со звеньями: X1, Y1 – система коор-
динат кулачка; X2, Y2 – система координат тол-
кателя; X3, Y3 – система координат стойки. 
В относительном движении тарели и кулачка 
тарель образует семейство прямых линий, а про-
филь кулачка является огибающей кривой ли-
нией к этому семейству в системе координат 
кулачка. 

Геометрическая форма тарели описывается 
уравнением прямой линии в системе коорди-

нат 2, связанной с толкателем, и представляется 
следующим образом:  

 
2 2

,B By kx=  (1) 

где ( )tgk = β  – коэффициент, определяющий 
угол наклона тарели толкателя; xB2, yB2  – коор-
динаты точки контакта кулачка и тарели, кото-
рые зависят от углового положения кулачка – 
параметра φ. 

То есть решим задачу в общем виде, когда 
угол φ отличается от общепринятого значения 
90 градусов. 

Выполним следующие классические преоб-
разования координат для точки контакта B при 
переходе от одной системы координат к другой. 
Цель данных преобразований состоит в том, 
чтобы получить математические зависимости, 
связывающие параметры кулачкового механиз-
ма, определяющие координаты точек профиля 
кулачка. 

Координаты точки B в системе координат 
кулачка 1 определяются матрицей-столбцом 

 
1

1 .
1

B

B

x
y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2) 

Координаты точки B от системы (1) к систе-
ме координат стойки 3 преобразуются с помо-
щью матрицы поворота координат, зависящей 
от угла ϕ : 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

3 1

3 1

1 1

1 1

cos sin 0
sin cos 0

1 0 0 1 1

cos sin
sin cos ,

1

B B

B B

B B

B B

x x
y y

x y
x y

⎛ ϕ − ϕ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ϕ ϕ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ϕ − ϕ ⎞
⎜ ⎟= ϕ + ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(3)

 

где 
( ) ( )
( ) ( )

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

⎛ ϕ − ϕ ⎞
⎜ ⎟ϕ ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – матрица поворота 

осей координат системы (1) кулачка относи-
тельно системы (3) стойки. 

Координаты точки B к системе координат 
толкателя 2 преобразуются с помощью матрицы 
параллельного переноса начала координат, за-
висящей от положения толкателя ( ) :S ϕ  
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 ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2

1 1

0 1 1

1 1

1 0 1

1

1 0 0 cos sin
0 1 sin cos

10 0 1

cos sin
sin cos , (4)

1

B

B

B B

B B

B B

B B

x
y

x y
S S x y

x y
x S S y

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ϕ − ϕ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − + ϕ ϕ + ϕ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ϕ − ϕ ⎞
⎜ ⎟= ϕ − ϕ − + ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ( )( )0

1 0 0
0 1

0 0 1

S S
⎛ ⎞
⎜ ⎟

− + ϕ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – матрица параллель-

ного переноса начала системы координат; S(φ) – 
текущее перемещение толкателя; S0 – начальное 
положение толкателя (рис. 1). 

Подставим координаты точки B из уравнений 
(4) в уравнение (1). В результате получим урав-
нение связи тарели и кулачка в высшей кинема-
тической паре в системе координат (2): 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
1 0 1

1 1

sin cos

cos sin .
B B

B B

x S S y

k x y

ϕ − ϕ − + ϕ =

= ϕ − ϕ
 

(5)
 

Используя уравнение (5), определим аналоги 
скоростей точки B в системе координат толка-
теля 2. Уравнение, связывающее аналоги скоро-
стей, получено путем дифференцирования сла-
гаемых в уравнении (5) по параметру φ: 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

sin cos ;

cos sin .

B B B

B B B

x kx ky
dy x S y

d

′ = ϕ − ϕ

′ = ϕ − ϕ − ϕ
ϕ

 
(6)

 

Используя (5) и (6), окончательно получим 
систему уравнений для определения координат 
точек профиля кулачка: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 0 1

1 1

1 1

1 1

sin cos

cos sin ;

cos sin

sin cos .

B B

B B

B B

B B

x S S y

k x y

dx S y
d

kx ky

ϕ − ϕ − + ϕ =

= ϕ − ϕ

ϕ − ϕ − ϕ =
ϕ

= ϕ − ϕ

 

(7)

 

Система уравнений (7) является разверну-
тым уравнением связи кулачка и тарели в выс-
шей кинематической паре. Характерной осо-
бенностью предложенной обобщенной методи-
ки является то, что развертывание уравнения 
связи для всех типов кулачковых механизмов, 
и в частности для данного типа кулачкового 
механизма с плоским тарельчатым толкателем, 
производится стандартным образом с исполь-
зованием трех систем координат: кулачка, 
стойки и толкателя. Такой подход, по нашему 
мнению, обеспечивает его универсальность 
и пригодность для любых геометрических 
форм толкателя. 

В ходе выполнения настоящего исследова-
ния активно применялся математический па-
кет MathCad, как при выполнении численных, 
так и аналитических вычислений. Это обеспе-
чило эффективное формирование математи-
ческих моделей исследуемых объектов  
и математическое моделирование построения  
профиля кулачка с учетом необходимых тре-
бований. 

Аналитическое решение системы уравнений 
(7), полученное с использованием средств паке-
та MathCad, имеет следующий вид: 
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 (8) 

Соотношения (8) дают решение в общем 
виде с учетом угла наклона тарели к стержню 
толкателя (рис. 1). При k = 0 уравнения уп-
рощаются и описывают координаты кулачка 
для распространенного случая, когда тарель 
расположена перпендикулярно стержню тол-
кателя. 

Необходимое условие выпуклости профиля 
кулачка обеспечивается за счет положительного 
значения радиуса кривизны профиля кулачка 
в любой его точке. Для этого необходимо иметь 
выражение для вычисления радиуса кривизны, 
логически вытекающее из рассмотрения поста-
новки задачи синтеза в общей форме.  
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Уравнения (8) использованы для получения 
выражения радиуса кривизны профиля кулачка 
в произвольной точке. Основой для получения 
такого выражения является общеизвестная фор-
мула для определения радиуса кривизны пло-
ской кривой в произвольной ее точке. Аналити-
ческие вычисления в пакете MathCad дали вы-
ражение для радиуса кривизны профиля кулачка 

 
( ) ( )

2

0 2

2 1

dS S S
d

k

+ ϕ + ϕ
ϕρ =

+
 (9) 

и выражение для определения экстремальных 
значений радиуса кривизны 

 
( ) ( )

3

3

2
0.

1

d dS S
d d

k

ϕ + ϕ
ϕ ϕ =

+
 (10) 

Из уравнения (10) определяется значение уг-
ла ϕ, при котором радиус кривизны кулачка 
имеет минимальную (экстремальную) величину. 
Затем из уравнения (9) определяется минималь-
ное значение ρmin при условии, что S0 = 0. При-
нимаем S0 = |ρmin|. 

Алгоритм синтеза кулачкового механизма 
Таким образом, алгоритм синтеза кулачково-

го механизма состоит из следующих действий: 

• задать в качестве исходных данных закон 
движения толкателя S = S(ϕ); 

• вычислить координаты точек профиля ку-
лачка по формулам (7) в системе координат 
стойки; 

• используя формулу (10), вычислить значе-
ние угла φ, при котором радиус кривизны про-
филя является минимальным;  

• используя формулу (9), вычислить значение 
S0 – начальное положение толкателя;  

• вычислить величину радиуса начальной ок-
ружности кулачка по формуле 

 0 0 cos .R S= β  (11) 

Пример синтеза кулачкового механизма 
Исходные данные: 
перемещение толкателя – 40 мм; 
угол наклона тарели – 40 градусов; 
фазовые углы движения толкателя: 
угол подъема – 102 градуса; 
угол верхнего выстоя – 60 градусов; 
угол возврата – 162 градуса; 
Закон движения толкателя – синусоидаль-

ный.  
Визуализация результатов расчета с приме-

нением пакета MathCad представлена на 
(рис. 2–6). 

 
40

30

20

10

40

0

0
0 100 200 300

Si

i 180
ϕρ

π  
Рис. 2. График перемещения толкателя 

Fig. 2. Diagram of follower motion 
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Рис. 3. График аналогов скоростей толкателя 

Fig. 3. Diagram of follower’s analog of the velocity 
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Рис. 4. График аналогов ускорений толкателя 

Fig. 4. Diagram of follower’s analog of the acceleration 
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Рис. 5. График изменения радиусов кривизны профиля 
кулачка (без учета условия самопересечения профиля) 

Fig. 5. Diagram of cam’s profile radius of curvature 
change (with no convexity constraint) 

Рис. 6. Профиль кулачка, соответствующий закону 
движения и условию самопересечения 

Fig. 6. Cam’s profile qualifiying to law of motion  
of the follower and to convexity constraint 

На рисунке 5 представлен график изменения 
радиусов кривизны профиля кулачка. График 
позволяет определить участки профиля, на ко-
торых радиус кривизны является отрицатель-
ным. Одновременно график показывает, на ка-
кую величину необходимо увеличить значение 
S0 для достижения положительного значения 
радиуса кривизны. А затем по формуле (11) 
вычислить радиус начальной окружности ку-
лачка. 

Выводы 
Подтверждена эффективность методики 

синтеза кулачковых механизмов основанной на 
применении уравнения механической связи 
толкателя и кулачка; уравнения огибающей 
семейства положений тарели, полученного из 
уравнения связи. 

Особенность методики заключается в при-
менении единых преобразований координат 
для решения системы уравнений, описываю-
щих профиль кулачка. Это обеспечивает про-
стоту и однозначность вычислений. 

Универсальность базовых положений пред-
лагаемого подхода позволяет применить разра-
ботанную методику для синтеза плоских кулач-
ковых механизмов с вращающимся плоским 
толкателем, для синтеза которых базовым явля-
ется также уравнение связи (1), но с учетом то-
го, что k = k(ϕ). 

Корректность методики проверена путем 
тестирования соответствующего программного 
обеспечения в пакете MathCad.  

В ходе компьютерного моделирования уста-
новлена причина ограничения величины угла β. 
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Это ограничение связано с тем, что при опреде-
ленном значении этого угла (зависит от закона 
движения толкателя) возникает явление самопе-
ресечения профиля кулачка, которое не отслежи-
вается условием выпуклости профиля кулачка, 
но проявляется при визуализации профиля ку-
лачка. Условие самопересечения профиля кулач-
ка при необходимости также может быть описа-
но аналитически с привлечением известных из 
курса дифференциальной геометрии формул. 
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Method of the Generalized Approach to the Synthesis of Cam Mechanisms 

 
N.N. Krokhmal, PhD in Engineering, Associate Professor, Kurgan State University, Kurgan, Russia 

 
The technique of applying the equation of the geometric connection of links in the higher kinematic pair of a cam 

mechanism for the complete synthesis of a mechanism with a flat translationally moving pusher with an arbitrary an-
gle of inclination of the plate is considered. A distinctive feature of the technique is that the equation of the cam profile 
envelope is derived from the equation of the geometric relationship of the cam and the pusher in the Cartesian coordi-
nate system. All transformations, the solution of the original coupling equation and the envelope equation are carried 
out by the matrix method in the same coordinate system without switching to other coordinate systems and to graphi-
cal methods of their interpretation. 

As a result of the performed studies, calculated relations for determining the coordinates of the cam profile points 
at an arbitrary angle of inclination of the pusher plate were obtained. The formula for determining the curvature ra-
dius of the cam at an arbitrary inclination angle of the plate is derived. The procedure for determining the radius of 
the main cam circumference is proposed, taking into account the identified features of the cam profile plotting. 

Based on the developed methodology, software in the MathCad package has been created. The correctness of the 
methodology and software was tested on a numerical test case. In the course of computer modeling, the reason for the 
need to limit the value of the inclination angle of the plate is established, due to the phenomenon of cam profile self-
intersection, which does not depend on the pressure angle and is not tracked by the condition of the convexity of its 
profile. 
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The test results allow us to assert that the generalized method of flat cam mechanisms synthesis is correct and ef-
fective, therefore it has prospects of application, for example, for a cam mechanism with a flat rotating pusher. 

Keywords: cam mechanisms, higher kinematic pair, mechanical coupling equation, coordinate transformations, syn-
thesis. 
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