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В основе канонического метода численного интегрирования и последующего 
построения анимационных моделей лежит требование учета влияния самого про-
цесса интегрирования [1, 2].  

Сформулируем указанное требование применительно к каноническим компью-
терным моделям динамики твердого тела. 

1. Все выполняемые операции в процессе интегрирования уравнений движения 
необходимо рассматривать как возможные возмущения. 

2. Возмущения, вызванные процессом счета, должны быть малыми выше перво-
го порядка малости.  

3. Характер возмущения должен соответствовать характеру моделируемого воз-
действия (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Возмущения, вызванные процессом численного интегрирования  

динамических уравнений 
 
Будем изначально предполагать, что алгоритм численного интегрирования 

дискретно воспроизводит непрерывную функцию, заданную собственной систе-
мой неизвестных нам дифференциальных уравнений, которые могут быть полу-
чены как некоторое малое возмущение исходной системы. Тогда требование со-
ответствия характера возмущения, вызванного процессом счета и моделируемым 
процессом, формализуется в требовании изоморфизма между моделируемым 
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процессом и процессом, воспроизводимым на экране, по отношению к конкрет-
ным свойствам (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Функциональная схема построения процесса численного интегрирования  

при каноническом методе 
 
Существенно, что установление инвариантности позволяет полностью исклю-

чить процесс аналитического интегрирования и свести задачу к исследованию ха-
рактера возмущения на основе самих дифференциальных уравнений. 

Разработку алгоритмов интегрирования уравнений движения естественно на-
чать со случая свободного вращения, который лежит в основе всех прочих моде-
лей. 

Динамические модели свободного вращения в условиях действия потенциаль-
ных сил являются консервативными системами. Поэтому основным требованием, 
обеспечивающим инвариантность, является требование консервативности. Таким 
образом, процесс численного интегрирования должен соответствовать малому кон-
сервативному возмущению. Функциональная схема компьютерной модели при 
численном интегрировании консервативной системы приведена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Функциональная схема процесса численного интегрирования                               

динамических уравнений консервативной системы 

в
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Воспользовавшись результатами [1], мы немедленно получаем вывод. 
Если процесс численного интегрирования соответствует какому-либо малому 

консервативному возмущению консервативной системы, то процесс численного 
интегрирования не будет нарушать ее устойчивости. Напротив, воспроизводимое 
на экране состояние неустойчивости будет означать реальное нахождение тела 
в неустойчивом режиме (в окрестностях сепаратрисы). 

С этой точки зрения, неустойчивость классических методов численного интег-
рирования, например методов Эйлера или Рунге – Кутта, как раз и объясняется тем, 
что они выражают некоторое неконсервативное возмущение системы. 

Как следует из результатов [1], связь между свободной и консервативно возму-
щенной системой осуществляется бесконечно малыми каноническими преобразо-
ваниями. Из теории канонического интегрирования [2] этому должны соответство-
вать алгоритмы численного интегрирования для обеспечения консервативности 
возмущения, вызванного процессом счета. В данной работе используются алгорит-
мы следующего вида: 

I. Импульс-координата: 
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Приведем основные свойства указанных алгоритмов: 
1) преобразования, осуществляемые алгоритмом, – суть бесконечно малые по 

шагу интегрирования преобразования фазового пространства;  
2) влияние процесса счета проявляется в форме малого консервативного возму-

щения исходной системы; 
3) предлагаемый алгоритм устойчив к накоплению погрешности счета, порядок 

метода 1,5; 
4) алгоритм интегрирования уравнений Гамильтона выполняет минимально 

возможное количество арифметических операций по сравнению с другими алго-
ритмами. 

На основе использования алгоритмов (1), (2) могут быть построены компьютер-
ные модели, воспроизводящие движение твердого тела свободного вращения и дей-
ствия потенциальных сил.  

Алгоритмы интегрирования (1), (2) для свободного вращения будут иметь 
вид: 
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I. Импульс-координата: 
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II. Координата-импульс: 
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где τ – шаг интегрирования. 
Или, учитывая [3], запишем алгоритм в форме удобной для компьютерного мо-

делирования: 
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I. Импульс-координата: 

PΦ = PΦ DΦT ;
PΘ PΘ DΘT ; 
PΨ = PΨ DΨT ;
Φ Φ DPΦT ; 
Θ Θ DPΘT ; 
Ψ Ψ DPΨT .
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                                       (5) 

II. Координата-импульс: 

Φ = Φ + DPΦT ;
Θ Θ DPΘT ;
Ψ Ψ DPΨT ;
PΦ = PΦ DΦT ;
PΘ PΘ DΘT ; 
PΨ PΨ DΨT .
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(6) 

Фазовый каскад преобразований (5), (6) дискретно воспроизводит свободное 
вращение тела в условиях действия малого консервативного возмущения. 

Канонические алгоритмы интегрирования уравнений динамики в условиях дей-
ствия потенциальных сил получаются применением канонических преобразований 
(1), (2) к динамическим уравнениям: 
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II. Координата-импульс: 
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где τ – шаг интегрирования. 
Учитывая представления, полученные в работе [3], аналогично (5), (6) получим: 
I. Импульс-координата: 

( )
( )
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PΘ PΘ DΘT MY2 ; 

PΨ PΨ DΨT + MY3 ;
Φ Φ DPΦT ;  
Θ Θ DPΘT ; 
Ψ Ψ DPΨT .

⎧ − + τ
⎪

= − + τ⎪
⎪⎪ = − τ
⎨

= + ⋅ τ⎪
⎪ = + ⋅ τ⎪
⎪ = + ⋅ τ⎩

                                           (9) 

II. Координата-импульс: 
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Фазовые каскады преобразований (9), (10) в зависимости от вида функции по-
тенциальной энергии и начальных условий дискретно воспроизводят вращатель-
ное, колебательное движение, а также условия покоя относительно осей координат 
в условиях действия малых консервативных возмущений. 
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Канонические алгоритмы интегрирования уравнений движения в условиях дей-
ствия диссипативных сил , , , , ,Q Q Q P P Pϕ θ ψ ϕ θ ψ  имеют вид: 
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II. Координата-импульс: 
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Или, учитывая [3], запишем алгоритм в форме удобной для компьютерного мо-
делирования: 
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I. Импульс-координата: 
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PΦ = PΦ + DΦT MY1 MQY1 MQQY1 ; 

PΘ PΘ DΘT + MY2 MQY1 MQQY2 ; 

PΨ PΨ + DΨT + MY3 MQY3 MQQY3 ;
Φ Φ DPΦT ;  
Θ Θ DPΘT ; 
Ψ Ψ DPΨT .
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II. Координата-импульс: 
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Φ = Φ DPΦT ;
Θ = Θ DPΘT ;
Ψ = Ψ DPΨT ;
PΦ = PΦ + DΦT MY1 MQY1 MQQY1 ; 

PΘ PΘ DΘT + MY2 MQY1 MQQY2 ; 

PΨ PΨ + DΨT + MY3 MQY3 MQQY3 ;
Φ Φ DPΦT ;  
Θ Θ DPΘT ; 
Ψ Ψ DPΨT .
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                      (14) 

Фазовые каскады преобразований (13), (14) воспроизводят движение твердого 
тела в потенциальном поле, в условиях действия моментов диссипативных сил. 

В работах [1, 2, 4] доказано, что преобразования (5), (6) принадлежат к классу 
канонических преобразований. Одновременно они являются алгоритмами числен-
ного интегрирования дифференциальных уравнений вращательного движения сво-
бодного твердого тела.  

Движение центра масс соответствует трехмерному движению материальной 
точки. Таким образом, для полного описания динамики твердого тела к канониче-
ским преобразованиям вращения (5), (6) необходимо добавить канонические пре-
образования, соответствующие движению точки центра масс [1, 2, 4].  

Формально преобразования (5), (6) описывают действие сил инерции в системе 
отсчета, связанной с твердым телом. В более общем случае, кроме сил инерции, на 
твердое тело будут действовать обобщенно-потенциальные и диссипативные силы, 
а канонические преобразования фазового пространства, описывающие действие 
таких сил, рассмотрены в работах [1, 2, 4]. Применительно к полученным преобра-
зованиям, это соответствует появлению дополнительных слагаемых в правой части 
выражений (13) и (14). 

Особенностью канонического метода интегрирования, реализованного в полу-
ченных алгоритмах, является возможность учета влияния самого процесса интег-
рирования в форме малых консервативных возмущений [5]. Поскольку наличие 
малых консервативных возмущений есть непременное условие протекания всех 
реальных процессов, то использование предлагаемого метода позволяет повысить 
адекватность численных (компьютерных) моделей движения. Еще более важным 
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является то, что устойчивость метода канонического интегрирования к накоплению 
погрешности счета является следствием фундаментального свойства реальных сис-
тем обладать устойчивостью к возникновению хаоса при малых консервативных 
возмущениях. Как показано в работах [6–10], устойчивость канонических алгорит-
мов является следствием результатов канонической теории возмущений [11]                 
и, в частности, известной теоремы Колмогорова – Арнольда – Мозера [12, 13].  

Заметим, что предложенные алгоритмы имеют минимально возможное количе-
ство арифметических операций и, следовательно, обеспечивают максимально воз-
можную скорость счета. Таким образом, использование предложенного метода по-
зволяет одновременно повысить степень адекватности, надежности и быстродейст-
вия при создании компьютерных моделей в динамике твердого тела. 
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A requirement for stable algorithm creation based on a canonical method of integration of rigid-body dy-
namics equations is represented. 
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ОБУЧЕНИЕ НЕЧЕТКИХ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ  
ГЕНЕТИЧЕСКИМ АЛГОРИТМОМ 

 
Для обработки данных рассматривается применение нечеткой нейронной сети, основанной на пра-

вилах, построенных методом деревьев решений. Для оптимизации параметров сети применяется гиб-
ридный генетический алгоритм с вещественным кодированием. Установлено преимущество оптими-
зированных нечетких сетей над обычными многослойными нейронными сетями при решении задач 
аппроксимации. 

Ключевые слова: обработка данных, нечеткие нейронные сети, генетический алгоритм, аппрок-
симация 

Для извлечения закономерностей из набора эмпирических данных широко ис-
пользуются нейронные сети различных типов и адаптивные системы нечеткого 
вывода. Объединение принципов нечеткого логического вывода и нейросетевой 
структуры приводит к нечетким нейронным сетям [1]. Рассмотрим один из вариан-
тов нечеткой сети – нечеткую нейронную сеть Такаги – Сугено – Канга (TSK), со-
держащую модель вывода с пятью слоями.  

Нечеткая сеть основана на нескольких правилах М. Под правилом понимается 
логическая конструкция, представленная в виде if A then B ( )A B→ . Для вектора 

],...,[ 1 nxx=x , где , 1,iA i M=  – это лингвистические переменные с соответствую-
щими им функциями принадлежности ( ),Ai xμ  построенные в пространстве вход-
ных значений. Выходной результат правила представлен в виде 

( ) 0
1

.
n

i i ij j
j

y p p x
=

= +∑x  Функция принадлежности представляется обобщенной 

функцией Гаусса ( ) 2
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. Результат if A then B задается алгеб-

раическим произведением 
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