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Работа посвящена исследованию устойчивости процесса выполнения производственного плана, который рассматривается в особом 

пространстве состояний. Формулируются определения устойчивого процесса и теоремы об устойчивости производственного процесса. 
На основе сформулированной теоремы рассматривается простейший пример управления процессом выполнения плана. 
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Введение 
В условиях жесткой рыночной конкуренции каж-

дое предприятие стремится привлечь клиента наибо-
лее выгодным предложением. С точки зрения потре-
бителя, оптимальным является товар с максималь-
ным качеством при минимальной стоимости. При 
этом понятие качества, с современной точки зрения, 
значительно изменяется – важным аспектом стано-
вится своевременность и отсутствие срывов поставок 
продукции, что во многом зависит от устойчивости 
процесса производства. Устойчивость в данном слу-
чае понимается в том смысле, что процесс выполне-
ния производственного плана (ПП) слабо реагирует 
на внешние возмущения.  

Пусть произошло возмущение производственного 
плана (поломка станка, отсутствие заготовок, болезнь 
работника и т. п.). Для исправления возникшей ситуа-
ции могут применяться различные методики [1]. Один 
из возможных вариантов – создание нового плана, 
имеющего в будущем общую точку с исходным [2, 3]. 
При успешном достижении планом общей точки 
можно продолжить выполнять исходный план. Дру-
гим возможным вариантом является сдвиг всех опе-
раций, без изменения структуры плана [4].  

Предлагается использовать подход, позволяющий 
управлять процессом выполнения так, что даже при 
возникновении возмущений план был бы выполнен. 

 
Математическое описание производственного 
плана 
Производственный план будем рассматривать как 

динамическую систему с дискретным временем. При 
этом процесс выполнения ПП можно представить 
как переход от одного состояния системы к другому. 
Для описания ПП введем фазовое пространство, в 
котором каждому состоянию системы соответствует 
своя точка 1 2( , ..., )nX X X  , где 1,..., nX X  – раз-

мерности пространства состояний, значением кото-
рых является число произведенных номенклатурных 
единиц из расширенной матрицы главного календар-
ного производственного плана (ГКПП) [5]. Отметим, 
что так как размерности iX  являются дискретными 

величинами, то пространство Π является дискрет-
ным. 

Дискретный план в характеристическом про-
странстве представляет собой некоторую ломаную 
траекторию, задающуюся системой (1) или вектор-
значной функцией от времени (2): 

( ),i iX F t                               (1) 

1( ), { ,..., },n iX F t X X X X N   ,           (2) 

где ( )iF t  – дискретные табличные функции, опреде-

ляющие значение i-й компоненты точки плана в про-
странстве состояний. 

На рис. 1 представлена траектория выполнения 
плана, состоящего всего из одной номенклатурной 
группы 1.X  Точки на графике означают, что в мо-

мент времени 1t  должно быть изготовлено 11X  но-

менклатурных единиц, в момент времени 2 12t X  

номенклатурных единиц и т. д. Момент времени 3t  

соответствует концу планового периода. 
 

  
 

   
Рис. 1. Невозмущенный и возмущенный ПП с единствен-

ной номенклатурной группой 
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Будем называть невозмущенным такой план, точ-
ки которого соответствуют существующей расши-
ренной матрице ГКПП (рис. 1) [5]. Пусть в опреде-
ленный момент времени 2t  произошло некоторое 

возмущение. При этом вместо запланированных 13X  

номенклатурных единиц было произведено 
*
13 13X X  (рис. 1). Такой план производства будем 

называть возмущенным. 
Перейдем от дискретного описания плана к не-

прерывному. Для этого введем новое пространство 
состояний 1 2( , ..., )nX X X     , где значение компо-

нент определяет нецелое число изготовленных дета-
лей. Введенное таким образом описание процесса 
выполнения плана позволяет говорить о «частично 
завершенном» изделии. 

В качестве метрики   в пространствах   и 
~

 

может быть использована любая функция, характе-
ризующая расстояние между двумя планами в про-
странстве состояний. При этом, например, евклидова 

метрика * * 2 * 2
1 1( , ) ( ) ... ( )n nd X X X X X X      

будет менее предпочтительной в сравнении с метри-

кой * * *
1 1( , ) max{ ,..., }n nd X X X X X X    в связи 

с тем, что во втором варианте норма приобретает 
четкий физический смысл, означающий максималь-
ное отклонение планов по всем номенклатурным 
группам. Для обозначения приоритетов предприятия 
могут быть использованы взвешенные метрики 

* * *
1 1 1( , ) max{ ,..., }n n nd X X k X X k X X   , коэффи-

циенты ik  которых определяют важность соответст-

вующих номенклатурных типов. 
Для управления процессом выполнения произ-

водственного плана введем функцию ,U  опреде-
ляющую управление ПП. В зависимости от вида U  
можно выделить три основных класса функций 
управления: автономные (или стационарные), не 
зависящие от времени вида 1( ,..., ),nU U X X  неав-

тономные, зависящие от времени 

1( ,..., , )nU U X X t и обобщенные (их комбинаций) 

вида 1( ,..., , )mU U D D t , где , 1..iD i m  – параметры 

производства. 
Для непрерывного производственного плана мож-

но ввести описание ПП в виде системы дифференци-
альных уравнений: 

'( ) ( )i
i i

dX
f t F t

dt
 

   ,                      (3) 

где if
  – дискретные табличные функции, опреде-

ляющие изменение значения i-й компоненты точки 
плана в пространстве состояний. 

В связи с возможностью взаимно-однозначного 
сопоставления дискретных и непрерывных планов, 
здесь и далее будем рассматривать только непрерыв-
ные варианты описания плана. 

Описание процесса выполнения ПП можно запи-
сать в виде: 

i
i i

dX
f u

dt
 

   ,                           (4) 

где iu  – функция управления для i-й номенклатур-

ной позиции. 
Начальным условием для системы (4) является 

начальная точка 0M  траектории ПП в его фазовом 
пространстве в начальный момент времени 0t : 

0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0: ( ,..., ); ( ),..., ( ), 1, .i n nt t M X X X F t X F t i n         

     (5) 

Следует отметить, что точка фазового простран-
ства 0M  соответствует началу планового периода 

(наличию изделий каждого номенклатурного типа на 
момент времени 0t ). 

При возникновении возмущения в процессе вы-
полнения плана процесс будем разделять на две части. 
Пусть возмущение произошло в момент времени pt . 

При этом первая (невозмущенная) часть процесса со-
ответствует интервалу времени 0[ , ]pt t , а вторая часть, 

соответствующая возмущенному процессу выполнения 
ПП, в интервале [ , ]p nt t  (рис. 2). Отметим, что невоз-

мущенная часть процесса не будет иметь значения, так 
как до момента возмущения процесс выполнения пла-
на полностью соответствовал невозмущенному плану 
производства и все запланированные объемы изготов-
ленной продукции были успешно произведены. В свя-
зи с этим рассматривается только вторая (возмущен-
ная) часть процесса. При этом задача устойчивого вы-
полнения плана сводится к задаче отыскания такой 
функции управления, которая бы обеспечила устойчи-
вое выполнение возмущенного ПП. 
 

 
Рис. 2. Разделение процесса выполнения ПП после 

возникновения возмущения 
 
Возмущения любой природы в процессе выпол-

нении плана влекут за собой изменение объемов 
произведенных изделий. Объем изготовленной про-
дукции после возникновения возмущения: 

1 11 1: ( ,..., ); ( ) ε ,...,

( ) ε , 1, ,

p pp
p p i p

p
n n p n

t t M X X X F t

X F t i n

  

  

     

  
     (6) 

где εi  – возмущение по i-му номенклатурному типу 

(разница между запланированным объемом продук-
ции и реально произведенным). 
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Точка pM
~

 фазового пространства является на-

чальной точкой (начальным условием) для возму-
щенного производственного плана. 

Введем следующее определение: если в плане X  
для любого сколь угодно малого положительного 
числа ε  можно найти такое положительное δ(ε),  что 

при всяких возмущениях ε ,i  удовлетворяющих ус-

ловию δpM  и при любом pt t  будет выпол-

няться неравенство εtM  , то процесс выполнения 

плана X  является устойчивым. В противном случае 
выполнение плана X  – процесс неустойчивый.  

Графически это определение интерпретировано 
на рис. 3, где M  – изображающая точка отклонения 

плана; 0M  – точка, соответствующая невозмущен-

ному плану, с нулевыми отклонениями; pM  – точка 

возникновения возмущения в pt ; tM  – конечная 

точка процесса; ϵ – величина возмущения. 
Данное определение устойчивости ПП сводится 

к следующему: если возмущение (ϵ) не превосходит 
некоторого критического значения (), то план будет 
успешно выполнен с отклонением на конечном эта-
пе, не превосходящем максимально допустимое (). 
Допустимое отклонение в данном случае – это такой 
объем невыпущенной продукции, при котором план 
можно считать выполненным. Это отклонение опре-
деляется стратегией и контрактными обязательства-
ми предприятия. Критическое значение отклонения, 
при котором план остается устойчивым, определяет-
ся, по существу, текущими мощностями предприятия 
– чем больше мощности, тем больше может быть 
возмущение. 

 

 
Рис. 3. Графическое представление устойчивости ПП 

 
Можно сформулировать следующую теорему 

(аналог теоремы Ляпунова об устойчивости движе-
ния) для определения устойчивости производствен-
ного плана [6]. 

Т е о р е м а. Если для дифференциальных урав-
нений, описывающих возмущенный процесс выпол-
нения ПП, можно найти знакоопределенную функ-
цию управления ,U  производная которой 'U  была 
бы знакопостоянной функцией противоположного 
знака с U  или тождественно равна нулю, то произ-
водственный план будет устойчивым.  

Теорема является критерием возможности ис-
правления плана при возникновении возмущений. 
Если условие теоремы выполняется, то можно сде-

лать вывод о принципиальном существовании воз-
можности успешно выполнить план при текущих 
ограничениях на производственные ресурсы и, сле-
довательно, об устойчивости плана. 

В качестве простейшего примера рассмотрим план 
X с одной номенклатурной группой. Пусть в момент 

времени 2t  произошло возмущение и вместо 20 ( 2
1X ) 

изделий было изготовлено 15 ( *2
1X ). Найдем такую 

функцию управления, при которой процесс выполне-

ния возмущенного плана *X  останется устойчивым 
(для максимального отклонения ε 1).  Для вычисле-

ния отклонения планов будем пользоваться нормой 

вида * * *
1 1( , ) max{ ,..., }n nd X X X X X X   . Исход-

ные данные и результаты расчетов приведены в таб-
лице. 

 
Исходные данные и результаты расчетов 

 
1X  *

1X  u *
1 1X X  

1t  10 10 – 0 

2t  20 15 – 5 

3t  30 27 2 2 

4t  40 39 2 1 

 
Проанализируем полученные результаты. Оче-

видно, что самое простое управление планом сводит-
ся к увеличению объемов выпускаемой продукции. 
В связи с этим выберем простейшую функцию управ-
ления в виде ( ) const,u t a   соответствующую уве-

личению объемов на константную величину а. Взяв 
в качестве примера 2a  , получим устойчивый про-
цесс выполнения плана. Другими словами, речь идет 
о том, что процесс выполнения плана будет устойчи-
вым, если мощности предприятия позволяют увели-
чить выпуск продукции ( 1X ) на 2 единицы. 

 

Выводы 

В работе предложена методика исследования ус-
тойчивости производственного плана при возникно-
вении возмущений (поломка оборудования, срыв 
поставок сырья и т. п.). Вводится специальное про-
странство, определяемое совокупностью изменяю-
щихся состояний изготовления всех необходимых 
изделий в процессе их производства. На основе ма-
тематической теории устойчивости формулируется 
определение устойчивого производственного плана 
и теорема об устойчивости процесса его выполнения. 

Предложенный подход позволяет отслеживать 
выполнение производственного плана и оценивать 
его устойчивость при возникающих возмущениях. 
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РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ЛИНЕЙНОГО КОНТАКТА  

СПИРАЛЬНОГО КАНАТА ТИПА «ВАРРИНГТОН» 
 
Получены новые решения системы уравнений линейного контакта спирального каната типа «Варрингтон» не требующие примене-

ния метода последовательных приближений. 
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На основе метода последовательных приближе-
ний в работе М. Ф. Глушко (Стальные подъемные 
канаты. Киев : Техника, 1966) было получено реше-
ние системы уравнений линейного контакта (1) про-
волок спирального каната типа «Варрингтон» 
(рис. 1). Высокая трудоемкость этого метода ограни-
чивает его применение и почти всегда требует какой-
либо программной реализации. Кроме того, остается 
открытым вопрос относительно сходимости итера-
ционного процесса. Учитывая вышесказанное, полу-
чим новые решения системы (1). 

На рис. 1 обозначено: 1 2 3,  ,  r r r  – радиусы слоев 

проволок «1», «2», «3» соответственно; 1 2 3,  ,      – 

диаметры проволок слоев «1», «2», «3» соответст-
венно; 1 12 23,  ,      – полярные углы контакта прово-

лок «1», «1-2», «1-3» соответственно. 

 
 

Рис. 1. Поперечное сечение спирального каната типа      
«Варрингтон» 
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