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Рассматривается вопрос статистической устойчивости оценок энергетического спектра случай-

ного дискретного процесса, вычисленного методом параметрического дискретного преобразования 
Фурье. Рассматриваются также дискретные процессы со скрытыми периодичностями. 
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Развитие методов и средств вычислительной техники значительно расширило 
приложения цифровых спектральных методов к обработке информации во многих 
областях научных исследований, таких, например, как радиолокация, сейсмология, 
навигация, гидролокация и связь. 

Отметим, что дискретное преобразование Фурье (ДПФ) занимает важное место 
в цифровом спектральном анализе, что объясняется рядом его полезных свойств, 
подробно исследованных в работах [1–4]. Кроме того, ДПФ может быть получено 
с помощью алгоритмов быстрого преобразования Фурье (БПФ), что резко сокраща-
ет объем требуемых вычислений. Обобщением ДПФ является параметрическое 
дискретное преобразование Фурье (ДПФ-П), использующее разложение по системе 
параметрических дискретных экспоненциальных функций [5] 
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где ( , )S k θ  – коэффициенты ДПФ-П. Из определения ДПФ-П следует, что в отли-
чие от стандартного ДПФ набор анализируемых частот не является фиксирован-
ным, а варьируется параметром .θ  

ДПФ-П позволяет эффективно оценивать спектр процесса ( ),X n  0, 1,n N= −  на 
единичной окружности в Z – плоскости как на целых, так и на дробных частотах. 
С такой задачей приходится сталкиваться в различных областях научных исследова-
ний, например в статистической радиофизике – при анализе линейных систем 
с периодически меняющимися параметрами [6], в виброакустической и медицинской 
диагностике – при оценке информативных диагностических признаков [3, 4], в анализе 
промышленных случайных процессов – при оценке точности характеристик объекта. 
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Цель данной работы – исследование вероятностных свойств оценки энергетическо-
го спектра стационарного дискретного процесса, полученного с помощью ДПФ-П.  

Рассмотрим стохастические свойства коэффициентов ДПФ-П процесса )(nX , 

,1,0 −= Nn который представляет собой белый дискретный шум с нормальной 
плотностью распределения и параметрами 

[ ] ,0)( =nXM  [ ] DnX =)(var . 

С учетом того, что процесс является действительной последовательностью 
)(nX , оценку энергетического спектра ),( θkg  представим в следующем виде: 
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В общем случае случайные величины ),( θkac , ),( θkas  зависимы, и их совмест-

ная плотность распределения задается следующим соотношением [7]: 
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Рис. 1. Функция F(x) = sin(2π(k + Q)/N(sin(2π(k + Q)/N)) 

 
Из соотношений (5) непосредственно следует, что при значениях параметра 
0,1 2θ =  элементы корреляционной матрицы 21,t  12t равны нулю и, следовательно, 

случайные величины ),( θkac  и ),( θkas независимы, а их дисперсии равны D/2. 
С учетом того, что при значении параметра ,0=θ  ДПФ-П переходит в обычное 

ДПФ, полученный результат для 0θ =  не является неожиданным. В то же время 
можно доказать, что при 1 2θ =  относительно случайных величин 
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Также справедливы следующие утверждения: 
1. Случайные величины 1( ,1 2)g k имеют 2χ распределение с двумя степенями 

свободы. 
2. Случайные величины 1( ,1 2)g k  и 1( ,1 2)g l взаимно независимы при .k l≠  
Рассмотрим данный вопрос более подробно.  
В спектральном анализе статистическую устойчивость энергетического спектра 

принято характеризовать числом степеней свободы 
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Найдем моменты случайной величины ( , ),g k θ  воспользовавшись методом 
производящих функций 
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где I – единичная матрица. 
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Подставляя (3) в (6) и используя интеграл вида [7] 
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Нетрудно установить, что 
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Вычисляя первую и вторую производные производящей функции, найдем ма-
тематическое ожидание и дисперсию случайной величины ( , )g k θ : 
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Из выражения (10) непосредственно следует, при 0,1 2θ =  число степеней сво-
боды в точности равно двум. На рис. 2, 3 представлено относительное изменение 
числа степеней свободы ),(),( θ=θ KVKW  в зависимости от нормализованной час-
тоты Nkfн )( θ+= для последовательности длиной в 128=N отсчетов (при раз-
личных ).qθ =  

Как и следовало ожидать, при 1 2θ =  число степеней свободы в точности равно 
двум. Отметим, что значения относительного изменения числа степеней свободы 
при н0,25 0,5f< <  представляет собой зеркальное отображение относитель-
но н 0,25.f =  Оценка энергетического спектра белого шума является несмещенной, 
в то же время она не является состоятельной, так как дисперсия оценки ),( θkg  
не стремится к нулю. Например, при 1 2θ =  дисперсия оценки равна квадрату оце-
ниваемой величины, что непосредственно следует из формулы (10). 
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Рис. 2. Зависимость числа степеней свободы w от нормированной частоты  

(при q = 0, 1/8, 2/8, 3/8, 1/2, 5/8, 6/8, 7/8) 
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Рис. 3. Зависимость числа степеней свободы w от нормированной частоты  

(при q = 0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5) 
 
Полученные результаты могут быть использованы при анализе случайных про-

цессов со скрытыми периодичностями, например в задачах пассивной гидролока-
ции, виброакустической диагностики машин. При обнаружении и классификации 
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кораблей главным образом используется структура тональных компонент (тональ-
ные компоненты в спектрах возникают за счет работы механизмов судна). При 
виброакустической диагностике машин используется тот факт, что акустические 
сигналы многих машин характеризуются наличием гармонических рядов разнооб-
разной природы. Так, в вибрационном или шумовом сигнале редуктора можно вы-
делить ряды из гармоник оборотной, зубцовой, циклической частот [8]. Используя 
выражения (1) и (2), можно найти оценку спектра практически на любой частоте 
и согласно (10) определить ее статистическую устойчивость. Для иллюстрации на 
рис. 4 приведены спектры, полученные с помощью ДПФ (а) и ДПФ-П (б), записи 
акустического шума редуктора судового двигателя ординат (нормированные часто-
ты гармоник – 0,08; 0,16; 0,32). Нетрудно увидеть, что применение ДПФ-П резко 
улучшает условия различения синусоидальных компонент. 
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Рис. 4. Спектры, полученные с помощью ДПФ (а) и ДПФ-П (б) 
 
Таким образом, предлагаемый подход к анализу стационарных дискретных 

процессов, заданных на конечных интервалах и содержащих гармонические ком-
поненты, позволяет устранить паразитную амплитудную модуляцию спектра, ис-
пользуя вариацию параметра в ДПФ-П. При этом по сравнению со стандартным 
методом, с одной стороны, уменьшается требуемый объем памяти, с другой – су-
щественно сокращается время обработки. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РЫНОЧНЫХ БАРЬЕРОВ НА ОСНОВЕ  
МЕТОДОЛОГИИ ИСКУССТВЕННЫХ ИММУННЫХ СИСТЕМ 

 
Выявленное подобие между биологическими и экономическими системами позволило адаптировать 

принципы функционирования иммунитета к моделированию рыночных барьеров. Предложенная сово-
купность математических моделей не только формирует искусственную иммунную систему рынка, 
но и близко повторяет процессы в биологических системах. 

Ключевые слова: рынок, рыночные барьеры, иммунитет, искусственная иммунная система 

Введение 
Базовыми признаками, лежащими в основе классификации конкурентных 

структур, являются количество производителей на рынке, количество покупателей, 
тип продукта, рыночные барьеры. 

Первые два признака заданы для любого сформировавшегося рынка и могут из-
меняться только по истечении определенного времени. Протяженность этого пе-
риода нельзя установить заранее. Она зависит от реальной экономической ситуации 
на рынке. Третий признак вообще предопределен для каждой рыночной системы. Та-
ким образом, единственным регулируемым признаком из названных являются ры-
ночные барьеры. 
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