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Но = =      , так как = =    1 . 

Значит,  

>0 0< = 0<

( ) = (( ) ) = (( ) ).s s s  
    

             
   (25) 

Заменой =    приводим (25) к виду  

>0 0 <

( ) = ( ).s  
  

                     (26) 

Подстановка (23) и (26) в (21) приводит к (8). 
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Мобильные роботы, перемещающиеся в жидко-
сти, способны решать ряд практических задач в об-
ласти геологоразведки, медицины, экологии, охраны. 
В качестве движителя большинство плавающих ро-
ботов используют вращающийся винт, колеблющий-
ся плавник, изменение формы тела. 

Однако в ряде случаев необходимы устройства, 
способные перемещаться бесшумно в изучаемой 
среде, не нарушая происходящих в ней процессов и 
не создавая волн. Такими свойствами обладают ро-
боты, движущиеся за счет периодических перемеще-
ний внутренних масс, встроенных в их корпусы 
(инерциоиды), которые конструктивно можно вы-
полнять в виде запаянных герметичных капсул. 

В данной статье рассматриваются вопросы, свя-
занные с определением параметров движения инер-
циоида, изображенного на рис. 1 и 2, в вязкой не-
сжимаемой жидкости: силы сопротивления, моменты 
сил. Знание данных параметров необходимо для по-
строения алгоритма управления. Сложность управ-
ления такими устройствами заключается в отсутст-
вии явной зависимости между законом перемещения 
внутренних масс и направлением движения тела. 

Изображенное на рис. 1 и 2 тело представляет со-
бой шар и два взаимоперпендикулярных диска. При 
расположении дисков под углом 45о к плоскости 
движения и вращении инерцоида вокруг изображен-
ной оси возникает винтовая симметрия.  
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Рис. 1. Двухлопастной корпус инерциоидного робота 
 

Геометрическая модель выполнена в программе с 
открытым доступом Salome. Плотность материала в 
первом приближении принята ρ = 1 000 кг/м3. Объем 
тела V = 0,0123 м3. 

 

 
Рис. 2. Конструкция инерциоидного робота 

 
Тензор инерции рассчитан также в Salome:  

0,3884 0 0

J 0 0,1136 0

0 0 0,3884

 
   
 
 

.

 

При исследовании нестационарного взаимодейст-
вия твердого тела и жидкости необходимо знание 
коэффициентов присоединенных масс. Согласно [4] 
необходимо найти шесть потенциалов уравнения (1), 
вычислить интегралы (2). Потенциалы определены 
численно методом конечных объемов с помощью 
бесплатного программного обеспечения OpenFOAM. 
Составленная математическая модель протестирова-
на на известных геометрических формах: сфера, 
трехосный эллипсоид [2]. 

2 0i   ;                                 (1) 

λ ρ di
ik k S

n


    


.                      (2) 

Присоединенные массы робота: 

21,821 0 0 2,96 0 0

0 1,736 0 0 0 0

0 0 21,821 0 0 2,96
А

2,96 0 0 0,55 0 0

0 0 0 0 0,199 0

0 0 2,96 0 0 0,55
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 
 
 
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Для построения математической модели и чис-
ленного решения уравнений гидродинамики приме-
нена лицензионная программа FlowVision.  

Для определения вязкой силы и моментов реша-
ется система уравнений Навье – Стокса и уравнение 
неразрывности: 

1
( ) grad ν Δ

ρ

V
V V P V

t


     


;           (3) 

0V  ,                                  (4) 

где ρ – плотность, кг/м3; V – скорость, м/с; t – время, 
с; Р – давление, Па; ν – кинематическая вязкость, 
м2/с. 

В первом приближении в расчете параметров 
движения робота рассмотрены ламинарные течения 
Re = 1 000…5 000. Данное решение обусловлено тем, 
что скорости инерциоидных движителей невелики, а 
включение в расчет моделей турбулентности суще-
ственно усложняет задачу. 

Серия расчетов была проведена в диапазоне ско-
ростей 0,01…0,05 м/с при поступательном движении, 
а также с одновременным вращением с угловыми 
скоростями 0,02…0,1 рад/с.  

По полученным результатам построены следую-
щие зависимости (рис. 4 и 5): 

1. F = f(Re); 
2. M = f(Re), 

где F – сила сопротивления, Н; М – момент сил, Н·м. 
Зависимость силы тяги от частоты вращения при-

ведена на рис. 3. 
 

 

Рис. 3. Зависимость силы тяги 2-лопастного винта                       
от частоты вращения 

Сила тяги 2-лопастного винта
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Рис. 4. Зависимость сил и моментов сопротивления                  

от числа Re при поступательном движении 
 

 

 
Рис. 5. Зависимость сил и моментов сопротивления                   

от числа Re при поступательном и вращательном движении 
 

Также интерес представляют поля распределения 
давления по поверхности робота и линии тока, изо-
браженные на рис. 6 и 7.  

При движении тела в жидкости возникает сила, 
состоящая из сопротивления давления и трения: 

S S

V
F P n ds μ ds

n


   

 


, Н,                 (5) 

где Р – давление, Па; S – площадь поверхности тела, 
м2; μ – динамическая вязкость, Па·с. 

На рис. 5 и 6 видно, что при встречном потоке на 
поверхности робота спереди образуется избыточное 
давление. Помимо поступательного движения робот 
совершает вращение вокруг оси Оу, поэтому проис-

ходит перемешивание жидкости, что прослеживается 
по линиям тока.  

 

 

Рис. 6. Распределение давления по поверхности робота            
и линии тока 

 

 

Рис. 7. Распределение давления по поверхности робота            
и линии тока (вид против Оу) 

 
При Re > 100 симметрия обтекания нарушается, 

позади робота происходит отрыв линий тока, возни-
кает разрежение. При таких скоростях пограничный 
слой становится очень тонким, а поперечные гради-
енты скорости в нем большими. Силы вязкости, ко-
торые при этом возрастают, тормозят движение час-
тиц среды, движущихся вдоль поверхности тела. 

Применение численного моделирования в при-
кладном программном комплексе позволяет полу-
чить необходимые гидродинамические параметры 
движения в жидкости тела любой формы. Получен-
ные зависимости силы тяги и максимальной скоро-
сти от частоты вращения, силы лобового сопротив-
ления от поступательной скорости будут применены 
для построения модели управления роботом с внут-
ренним перемещением масс. 
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Рассматривается следующая задача. Имеется не-
которое производственное предприятие, например, 
строительное. Это предприятие имеет собственный 
штат работников и планируемые на заданный отре-
зок времени объемы работ. При нехватке собствен-
ных трудовых ресурсов могут привлекаться для вы-
полнения работ сторонние организации (субподряд-
чики). Планируемые объемы работ могут быть 
заданы с некоторой долей неопределенности, зави-
сящей от внешней среды и имеющейся информации. 
Собственные и привлекаемые трудовые ресурсы 
также имеют элементы неопределенности. Необхо-
димо учесть имеющуюся неопределенность при пла-
нировании графика выполнения работ и дать оценку 
возникающим рискам. 

Для полностью детерминированной ситуации из-
вестна классическая задача об оптимальном исполь-
зовании рабочей силы [1]. Она формулируется сле-
дующим образом. Известен временной график вы-
полнения заданных объемов работ. При известной 
производительности труда объемы работ переводят-
ся в количество работников. Таким образом, извест-
но количество требуемой рабочей силы для каждого 

заданного отрезка времени iV , 1,i n . Так как 

constiV  , то необходимо определить оптимальную 

численность работников iR , 1,i n , минимизирую-

щую затраты. Вариант i iR V  обеспечивает выпол-

нение графика работ, но требует затрат на увольне-
ние и принятие работников. Постоянное количество 
работников также является затратным, поскольку 
либо план будет не выполнен, либо часть работников 
будет работать не в полную силу. Оптимизационная 
задача определяется целевой функцией 

   1
1

min
n

i i i i
i

f R R R V


       , 

где ( )  , ( )    положительные функции затрат на 

принятие-увольнение и на несоответствие количест-
ва работников объему выполняемых работ. Задача 
легко решается методом динамического программи-
рования с применением рекуррентного соотношения 

    1( ) min ( )
i

i i i i i
R

F z R z R V F z         , 

где ( )iF z   минимальные затраты от i-го отрезка 

времени до конечного n, если количество работников 
за (i–1) отрезок равно z [1]. 
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