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Достоинства метода иерархического восстановления поверхности по сравнению 
со стандартным методом восстановления поверхности: 

1) резкое увеличение скорости работы комплекса; 
2) уменьшение вероятности определения ложных соответствий; 
3) существенное уменьшение доли ручного труда оператора (работа оператора 

ограничивается только созданием грубой модели). 
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НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В КРИВОЛИНЕЙНЫХ КООРДИНАТАХ 

 
В работе рассматривается задача обтекания трехмерного тела потоком несжимае-

мой жидкости, вязкость которой является функцией пространственных переменных. Рас-
сматриваются тела различной формы. В зависимости от формы тела предлагается ис-
пользовать различные системы координат и соответствующие конечно-разностные сет-
ки. Технология перехода к новым системам координат основана на преобразованиях 
Вивьяна–Винокура, сохраняющих дивергентный вид уравнений. Предложены постановки 
задач и способы построения конечно-разностных сеток. 

 
Рассмотрим классическую задачу обтекания тела потоком жидкости. Подобная 

задача рассматривалась многими авторами [1–6], чаще всего как задача обтекания 
сферы [1–4] или осесимметричного тела [5, 6]. Основная трудность решения по-
добного рода задач заключается в выборе конечно-разностной сетки для построе-
ния численного решения. Конечно-разностная сетка должна быть адаптирована, 
с одной стороны, к форме обтекаемого тела, с другой – к полю течения, возникаю-
щего вокруг тела. Если при этом рассматривается взаимодействие внешнего тече-
ния и динамического или теплового пограничного слоя вблизи тела, возникающего, 
например, в связи со вдувом (отсосом) массы с поверхности тела или в связи с го-
рением последнего, то конечно-разностная сетка должна быть адаптирована еще 
и к форме поверхности тела. От качества таким образом построенной сетки во мно-
гом будет зависеть точность численного решения и скорость сходимости разност-
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ного оператора к дифференциальному оператору, представляющему собой систему 
дифференциальных уравнений в частных производных. 

При исследовании пространственных течений приходится пользоваться различ-
ными системами координат, в том числе и криволинейными. Зачастую такой под-
ход упрощает описание картины течения, при этом от удачного выбора системы 
координат зависит качество конечно-разностной сетки и простота приемов удовле-
творения граничных условий. 

Система уравнений, описывающая стационарное течение вязкой теплопровод-
ной жидкости, имеет вид [7] 

( ) ,0=ρVdiv  

( ) ( )PIV DivDiv = ,                                                   (1) 

где −ρ плотность; вектор скорости с компонентами: −V { } ( )321 ,, vvvvi = ; 
{ }−= jVI

μ=P def2

ρ ivv

+− pδ

тензор плотности потока импульсов жидкости; 

тензор напряжений; давление; −V −p −δ  тензорная единица (сим-
вол Кронекера); −μ+μ=μ tm эффективная вязкость, определяемая как сумма моле-
кулярной и турбулентной составляющих. 

Молекулярная вязкость mμ  в общем случае является функцией температуры, 
а турбулентная составляющая tμ  является функцией динамических характеристик 
течения и определяется с использованием различных моделей турбулентной вязко-
сти (см., например, [8]). В любом случае эффективная вязкость является функцией 
пространственных переменных: ( )zyx ,,μ=μ . 

Если тело представляет собой параллелепипед, то задачу обтекания такого тела 
удобнее всего рассматривать в декартовой системе координат (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Декартовая система координат 
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Для численного решения задачи в данном случае можно построить прямоуголь-
ную конечно-разностную сетку, выполняя при этом необходимые сгущения вблизи 
поверхности обтекаемого тела (рис. 2). 

y

 
Рис. 2. Конечно-разностная сетка в декартовой системе координат 

 
Прежде чем приступать к формулировке граничных условий, определим поня-

тие входных и выходных границ области расчета. В рассматриваемом случае в ка-
честве области расчета естественно выбрать также параллелепипед большего раз-
мера: cCzbByaAx >>≤≤>>≤≤>>≤≤ 0,0,0 . Выходными границами рас-
четной области будем считать такие поверхности, для которых ( ) 0≤nV , где 

−n внешняя нормаль к поверхности. В противном случае границы области расчета 
являются выходными. 

Таким образом, конкретная формулировка граничных условий будет зависеть от 
направления вектора скорости. В случае, представленном на рис. 1, имеем: 

• на поверхности тела: 

0xx = ,  ,  byyy ≤≤0 czzz ≤≤0 : 

0Vku s−= ,  0=v ,  0=w ; 

axx = ,  ,  byyy ≤≤0 czzz ≤≤0 : 

0Vku s= ,  0=v ,  0=w ; 
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axxx ≤≤0 ,  ,  0yy = czzz ≤≤0 : 

0=u ,  ,  0Vkv s−= 0=w ;                                             (3) 

axxx ≤≤0 ,  byy = ,  czz ≤≤0 : 

0=u ,  ,  0Vkv s= 0=w ; 

axxx ≤≤0 ,  ,  byyy ≤≤0 0zz = : 

0=u ,  ,  0=v 0Vkw s−= ; 

axxx ≤≤0 ,  ,  byyy ≤≤0 czz = : 

0=u ,  ,  0=v 0Vkw s= , 

где коэффициент вдува (отсоса) с поверхности тела, в общем случае 
; 

( ) −<> 00sk
( )zyxks ,,=ks

• на входных границах – CB zzyyx ≤≤≤≤= 0,0,0 ; 
0,0,0CBA zzyyxx ≤≤=≤≤ 0,,0 ,  =≤≤≤≤ zyyxx BA : 

xVu 0= ,  ,  yVv 0= zVw 0= ; 

• на выходных границах: 
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Если обтекаемое тело отличается от прямоугольного параллелепипеда (напри-
ме

ой криволинейной системе 
коо

р, косоугольный параллелепипед), то прямоугольная конечно-разностная сетка 
становится неэффективной. В данном случае удобно перейти к неортогональным 
косоугольным координатам, адаптированным к форме обтекаемого тела, поэтому 
в вычислительном пространстве мы снова будем иметь прямоугольный параллеле-
пипед и прямоугольную конечно-разностную сетку. 

В этой связи перейдем в уравнениях (2) к произвольн
рдинат ( )ζηξ  , , , связанной с декартовыми координатами взаимно-однозначным 

соответствием: 
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( )ζηξ= ,,xx ,  ( )ζηξ= ,,yy ,  ( )ζηξ= ,,zz ; 

( )zyx ,,ξ=ξ ,  ( )zyx ,,η=η ,  ( )zyx ,,ζ=ζ . 

Так что якобиан преобразований 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0

,,
,,

≠−+−−−=
ζηξ

= ξηηξζξζζξηηζζηξ zyzyxzyzyxzyzyx
D

zyxDJ . 

При переходе к новым координатам в уравнениях гидромеханики крайне важно 
сохранить их дивергентный вид для потоковых величин, что упрощает численную 
реализацию конечно-разностных уравнений и повышает суммарную точность ко-
нечно-разностной схемы. Технологию перехода к новым координатам, с использо-
ванием преобразований Вивьяна–Винокура [9], покажем на примере преобразова-
ния уравнения импульсов в проекции на ось x  (второе уравнение системы (2)), 
которое представим в виде 
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где 
xuuue μ−ρ= ,  ,  yuuvf μ−ρ= zuuwg μ−ρ= , 

xpq −= ,  xxub μ=1 ,  ,  xyvb μ=2 xzwb μ=3 . 

Распишем производные в уравнении (4) в новых координатах: 
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Подставляя соотношения (5) в уравнение (4) и умножая его обе части на якоби-
ан преобразования координат, получаем 
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Уравнение (6) преобразуется к виду 
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С учетом выражения для  можно показать, что неконсервативные члены в по-
следнем уравнении взаимно уничтожаются и уравнение (7) принимает вид 
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Применяя указанные выше преобразования ко всем уравнениям системы (2), 
получаем уравнения вязкого течения в произвольной криволинейной системе коор-
динат ( )ζηξ  , , : 
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−WVU ,, ковариантные составляющие скорости, определяемые по формулам 
zyx wvuU ξ+ξ+ξ=    , 

zyx wvuV η+η+η=    , 

zyx wvuW ζ+ζ+ζ=    . 
Система уравнений (8) содержит компоненты матриц Ф и A: 
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В криволинейной ортогональной системе координат система уравнений (8) су-
щественно упрощается, поскольку недиагональные члены матрицы Ф принимают 
нулевые значения. 

Построив конечно-разностную сетку в пространстве ( )ζηξ ,, , можно определить 
искомые функции ( )ζηξ ,,u , ( )ζηξ ,,v , ( )ζηξ ,,w , ( )ζηξ ,,p . После получения реше-
ния основная трудность состоит в отображении результатов, поскольку функции 
u , v ,  суть проекции скорости на оси декартовой (исходной) системы коорди-
нат – рассчитываются на поверхностях уровня (преобразованной) криволинейной 
системы координат: const

−w

=ξ , const=η , const=ζ . Это обстоятельство необходи-
мо учитывать при построении векторного поля скорости  и скалярного 
поля давления  в исходной декартовой системе координат. 

( )zy,,xV
( )zy,,xp

Другой путь постановки и решения поставленной выше задачи состоит в при-
менении дифференциальных операторов поля. Отличие данного подхода от преды-
дущего состоит в том, что уравнения неразрывности и движения здесь расписыва-
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ются сразу относительно проекций вектора скорости на оси криволинейной систе-
мы координат. 

В криволинейной ортогональной системе координат ( )321 ,, qqq : ( )zyxqq ii ,,= , 
, ,  (рис. 3) – операторы, входящие 

в систему уравнений (1), расписываются следующим образом [10]: 
( )321 ,, qqqxx = ( )321 ,, qqqyy = ( 321 ,, qqqzz = )
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ISSN 1813-7911.  Интеллектуальные системы в производстве. 2006. № 1 76

 
Рис. 3. Криволинейная система координат 

 
Задачу обтекания трехмерного тела с криволинейными образующими удобнее 

всего рассматривать в цилиндрической либо сферической системах координат. 
Вначале рассмотрим цилиндрическую систему координат  (рис. 4). ( ε,,rx )
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Рис. 4. Цилиндрическая система координат 
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Проекции вектора скорости на координатные оси ( ) ( )ε= ,,,, 321 rxqqq

1

 будем 
обозначать  соответственно. Коэффициенты Ляме для цилиндрической сис-
темы координат принимают следующие значения: 

( wvu ,, )
1 =H , 12 =H H, r=3 , по-

скольку 

ε=ε== sin,cos, rzryxx  

и обратно:  

y
zyxrxx arctg,, 22 =ε+== . 

Используя формулы (9)–(11), систему уравнений (1) в цилиндрической системе 
координат запишем в виде 
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Чтобы иметь возможность провести преобразование формы обтекаемого тела, 
ось x  направим таким образом, чтобы она проходила через левый  и правый  
полюсы тела (рис. 5), при этом в промежутке между ними целиком располагаясь 
внутри тела. В таком случае вектор скорости набегающего потока  будет на-
правлен уже не вдоль оси 

0x

V

lx

0

x , а будет иметь, в общем случае, три составляющие: 
V . Очевидно, такой поворот осей не является единственным. Дальнейшие 

ия формы тела будут зависеть от того, сможем ли мы найти полюсы, 
zx V00 ,

преоб азован
при которых

yV0,
р

  ось x  полнос  находится внутри тела. тью
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Допустим, необходимые полюсы найдены (рис. 6), и в построенной системе ко-
ординат мы располагаем уравнением поверхности обтекаемого тела: ( )ε= ,xRR . 
В плоскости ε,r  введем усредненный радиус ( )xR  по формуле 

( ) (
π

ε=
2

1 RxR .                  )∫ ε
π

0

,
2

dx                            (13) 

В дальнейшем цепочка преобразований системы 
там будет выглядеть следующим образом (рис. 6): 

уравнений к новым координа-

( ) ( ) ( ηξ⇒ε⇒ε ,,,,,
JJ

rxrx )ε~, ,                                         (14) 

где ( ) ( ) xx = , ε=ε , ( ) ( )xR
xR
rr

ε
=

,
, или ( )εσ= ,xrr , где ( )xR

xRx ε
=εσ

,, , а ( ) −ηξ, ес-

тественная го а коор оскосорто нальная систем динат в пл ти const~ =ε=ε  [11]. 
 

 
Рис. 5. Обтекание трехмерного тела 
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y

 
Рис. 6. Преобразование цилиндрических координат 

 
Следуя [9], проведем преобразования координат в системе уравнений (12) по 

схеме (14). В итоге после первого этапа преобразований получаем следующую сис-
тему уравнений: 
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После второго этапа преобразований окончательно риходим к следующей сис-
теме уравнений: 
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,11 bB J=    ,22 bB J=    33 bB J= . 

Здесь контравариантные составляющие скорости, определяемые по 
формулам 

−WVU ,,

rxrx vuwvuU ξ+ξ=ξ+ξ+ξ= ε ; 

rxrx vuwvuV η+η=η+η+η= ε ; 

wwvuW rx =ε+ε+ε= ε
~~~ . 

Область численного интегрирования имеет цилиндрическую форму (рис. 7). Те-
ло вращения размещается внутри области интегрирования таким образом, чтобы 
оси симметрии области и тела совпадали. Область интегрирования делится секу-
щими плоскостями рис. 7, а). На каждой секущей плоскости определяется ори-
ентация координатных осей (рис. 7, б). 

Граничные условия: 
• на поверхности тела (рис. 7, б) – 

σ  (

0=η , Lξ≤ξ≤ξ0 , π≤ε≤ 2~0 : 

α= cos0Vku s ,   β= cos0Vkv s ,   γ= cos0Vkw s ,                         (17) 

где αcos , βcos , −γcos направляющие косину  нормали  поверхности: сы  к

( )221 RRR

R

x

x

ε++

−cos =α ,  
( )221

1

( )221
cos

RRR

RR−cos
RRRx ε++

=β ,  
x ε

ε

++
=γ ; 

• на входной границе – ,   π≤ε≤ 2~0 : 0=ξ , B≤η≤0  или B=η , A≤ξ≤0

,  ε= ~cos0zVw ; xVu 0= ,  ε= ~sin0 yVv

• на выходной границе – A=ξ , B≤η≤0  или B=η , A≤ξ≤0 ,   π≤ε≤ 2~0 : 

0=
ξ∂

∂
=

ξ∂
∂

=
ξ∂

∂ wvu  или 0=
η∂

∂
=

η∂
∂

=
η∂

∂ wvu ,   0pp = . 

Ортогональная в системе координат ( )rx,   конечно-разностная сетка для такой 
( ) 0, =εrx или ( ) 0~, =εηξ  

угих плос
задачи может быть построена один раз для плоскости по ме-

 ажирована для др костей тоду, изложенному в [11, 12], и затем растир   
( ) Njrx π=ε 2, , где количество збиений области интегриров

нате
−N  ра ания (слоев) по ко-

орди  ε − но слоя. На конечном этапе одноименные узлы в ка;  ом из 
слоев соедин ду собой по окружностям в плоскостях 

j
яются

мер
 меж

жд
( ) const=,ε x . r Таким 

образом, в си ордистеме ко  ( )ε,, rx  нат мы построим п остью ортогональную с -
ку (рис. 8). 

олн ет
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r  

ε~
x

A 

B 
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ξ 

E F 

б 

а 

σ 

 
Рис. 7. Область численного интегрирования: а – дефрагментация области; 

б – ориентация координатных осей на секущих плоскостях 
 
 

 



Современные проблемы науки и техники 83 

 

N1 

N2

σ

 
Рис. 8. Размещение конечно-разностных сеток внутри 

области численного интегрирования 
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 ( )ϕθϑ ,,  (Теперь рассмотрим сферическую систему координат рис. 9). 

 
Рис. 9. Сферическая система координат 

 
Проекции вектора скорости на координатные оси 

y

( ) ( ϕθϑ= ,,,, 321 qqq  
 для сферической 

) будем 
обозначать соответственно. Коэффициенты Ляме системы 
координат  следующие значения: 

 ( )wvu ,,  
 принимают 11 =H , ϑ=2H , θϑ= sin3H , по-

скольку 

ϕθϑ= cossinx ,  ϕθϑ= sinsiny ,  θϑ= cosz  

и обратно: 

222 zyx ++=ϑ ,  
222

arccos
zyx

z

++
=θ ,  

x
yarctg=ϕ . 

Используя формулы (9)–(11), систему уравнений (1) в сферической системе ко-
ординат запишем в виде 

321 bbbqgfe
+++=

ϕ∂
∂

+
θ∂

∂
+

ϑ∂
∂ ,                                   (18) 

где 

,

⎥
⎦μ− ϑw
⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ρ
μ−ρ
μ−ρ

ρ

θϑ=
ϑ

ϑ

uw
vuv
uuu

u

sin2e
  

⎥
⎦

⎢
⎣ ϑμ−ρ wvw

⎥
⎥
⎥
⎤

⎢
⎢
⎢
⎡

ϑμ−ρ
ϑμ−ρ

ρ

θϑ=
θ

θ

vvv
uvu

v

sinf ,

θ

  ( )
( )
( ) ⎥

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎣ −ρww

⎢
⎢
⎢
⎡

θϑμ

θϑμ−ρ

θϑμ−ρ
ρ

ϑ=

ϕ

ϕ

ϕ

w

vwv

uwu
w

sin

sin

sin
g ,

 

x

z

θ

ϕ

O

0V

ϑ
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⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡0

μ⋅θ+μ+μ⋅θ−μ⋅θϑ−μ⋅θ+μ+ϑμ

μ⋅θ−μ⋅θ+μ⋅θϑ−μ+μ⋅θ+μ⋅θϑ

μ−μ⋅θ−ϑμ+μ⋅θϑ+μ⋅θϑ
=

ϕϕθϑϕϕϕθϕϑ

ϕθϑθϕθθθϑ

ϕθϑϕϑθϑϑ

vuwwwvu

wuvwvu

wvwvu

ctg22cossinsin1

ctgsin2sinsinsin

sinsinsin2

1b ,
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

θ

ϑ
θϑ−=

ϕ

θ

ϑ

sin

0

sin

p
p
p

q ,
  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

μ⋅θ+μ

μ⋅θ−μ⋅θ

μ−μ⋅θ−
=

ϕϕ

ϕθ

ϕθ

vu

wu

wv

ctg22

ctg2sin2

2sin2
0

2b ,
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ρ⋅θϑ−ρ⋅θϑ−⋅θμ−
ρ⋅θϑ+ρ⋅θϑ−⋅θμ−

ρ⋅θϑ+ρ⋅θϑ+μ⋅θ−μ⋅θ−
=

vwuww
wuvv

wvvu

cossinsin
cossinsin

sinsincos2sin2

0

2

22

3b .
 

Поместим центр сферическ е тяжест обтекаемого 
тел рис. 10). В такой орму тела менее жест-
кие  поток был параллелен
пло

 
Рис. 10. Преобразование сферических координат

опустим, что центр тяжести обтекаемого тела найден, и в построенной систе-
ме координат мы располагаем уравнением поверхности обтекаемого тела: 

Введем усредненный радиус

ой системы координат в центр
системе координат ограничения на ф

и 
а (
. Ориентируем оси координат так, чтобы набегающий  
скости ( ),ϑ . 0=ϕθ

 
 
Д

( )ϕθ= ,RR .  R  по форм е ул

( )∫∫
ππ

ϕϕθθ
π

=
2

00
2 ,

2
1 dRdR .                                            (19) 

x

y

z

θ

ϕ

y

x

z

θ
ϕ

),( ϕθR ϑ
R ϑ

0V0V
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В дальнейшем схема преобразования системы уравнений к новым координатам 
будет выглядеть следующим образом (рис. 10): 

( ) ( )ϕθϑ⇒ϕθϑ ,,,,
J

,                                                  (20) 

где ( ) R
R ϕθ

ϑ
=ϑ

,
, или ( )ϕθωϑ=ϑ , , где ( ) ( )

R
R ϕθ

=ϕθω
,, . 

Якобиан преобразования координат в данном случае имеет вид 

( )
( ) ( ) ( )ϕθω=ϕθω=

ωϑωϑω

=

ϕϕϕ

θθθ

ϑϑϑ

=
ϕθϑ
ϕθϑ

=
ϕθ

ϕθϑ

ϕθϑ

ϕθϑ

,,
100
010

,,
,,

D
DJ

. 

Проводя преобразования координат в системе уравнений (18) по сх е (20), по-
лучаем следующую постановку задачи: 

ем

321 bbbqgfe
+++=

ϕ∂
∂

+
θ∂

∂
+

ϑ∂
∂ ,                                    (21) 

где 
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( )
( )⎥
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⎢
⎢
⎢
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=
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⎟
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⎟
⎟
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⎜
⎜
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ϕθϕ
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233222

sin1,0,sin

sin,1

;
 

−θωωθ
22 ,sin

⎜ ωϑωϑω− θ
23 0,1,

,1 1bb J=    ,2 2bb J=    33 bb J= . 

Здесь ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ε∂θϑθ∂ϑϑ∂

=∇
sin

,, , а ∂∂∂ 11
−wvu ,, контравариантные составляющие 

скорости, определяемые по формулам 

( ) ( )θωω− ϕ sin2w ; ωω−ω=ϑ⋅θϑ+ϑ⋅ϑ+ϑ= θϕθϑ sin 2vuwvuu

( ) ( )ωϑ=θ⋅θϑ+θ⋅ϑ+θ= ϕθϑ vwvuv sin ; 

( ) ( )θωϑ=ϕ⋅θϑ+ϕ⋅ϑ+ϕ= ϕθϑ sinsin wwvuw . 

Граничные условия: 
• на поверхности тела – ( )( )ϕθ=ϑ=ϑ ,RR ss , π≤θ≤0 , π≤ϕ≤ 20 : 

α= cos0Vku s , β= cos0Vkv s , γ= cos0Vkw s ,                         (22) 
где направляющие косинусы нормали к поверхности определяются по формулам 

,  
222

cos
ϕθ

ϕ

++

−
=γ

RRR

R
; 

222
cos

ϕθ ++
=α

RRR

R ,  
222

cos
ϕθ

θ

++

−
=β

RRR

R

A=ϑ , π≤θ≤0 , 20 π≤ϕ≤ , π≤ϕ≤π 223 : • на входной границе – 

 cossin0 ϕθ−= Vu ,  ϕθ−= coscos0Vv , ϕ= sin0Vw ; 

• на выходной границе – A=ϑ , π≤θ≤0 , 232 π<ϕ<π : 

0=
ϑ∂

∂
=

ϑ∂
∂

=
ϑ∂

∂ wvu , 0pp = . 

 ( )ϕθϑ ,,  
 совокупност

Ортогональная в системе координат конечно-разностная сетка для та-
кой задачи может быть построена как ь пересечений поверхностей 
уровня: const.const,const, =ϕ=θ=ϑ  При этом, естественно, вблизи поверхности 
тела необходимо производить сгущение сетки с целью повышения точности расче-
та в областях больших градиентов определяемых параметров (рис. 11). 
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Рис. 11. Ортогональная сетка

 

0V

 в сферической системе координат 

На рис. 12 даны примеры построения конечно-разностных сеток около т  враще-
ния. На рис. 13–17 представлены результаты расчета полей скорости при обтекании 
инертной сферы и сферы со вдувом при различных числах Рейн ьдса, тел различной 
конфигурации, а также бесконечного цилиндра при различных числах Рейнольдса. 

 

ел

ол

      
а                                                                               б 

      
                                         г 

Рис. 12. Примеры конечно-разностных сеток для расчета параметров течения               
около тел вращения с различной геометрией образующей поверхност

в                             

               
и: 

а – эллипс; б – эллипсоид; в, г – цилиндрические призмы 
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Re=102

Re=103

Re=104

Re=105

 
Рис. 13. Влияние числа Re артину течения около сферы  на к
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90

а) kS=0,1 
 

б) kS =0,2 
 

в) kS =0,3  
Рис. 14. Влияние вдува на картину течения около сферы при Re = 400:  

а – kS = 0,1; б – kS = 0,2; в – kS = 0,3 

а 

б 

в 
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Рис. 15. Картина течения около эллипса при Re = 103 
 

 

 
3Рис. 16. Картина течения около цилиндрической призмы при Re = 10  
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Re =  210

 
3Re = 10  

 
4Re = 10  

 
5Re = 10  

Рис. 17. Влияние числа Рейнольдса на картину течения около цилиндра 
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ПРИМЕНЕНИЕ ГЕНЕТИЧЕСКИХ АЛГОРИТМОВ С ВЕЩЕСТВЕННЫМ 
КРОССОВЕРОМ ДЛЯ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ БОЛЬШОЙ 

РАЗМЕРНОСТИ 
 
Проведено сравнительное численное исследование генетических алгоритмов с бинарным 

и вещественным кодированием. Предложен вещественный кроссовер, существенно повы-
шающий эффективность оптимизации многоэкстремальных и овражных функций. 
 

Рассматривается задача нахождения экстремума функции многих переменных  

а и
– 384 с

ко-математ

( ) min→XF , nR∈X .                                                   (1) 

Основными проблемами при решении задачи (1) численными методами явля-
ются выбор начального приближения и достижение глобального экстремума. Зна-
чительный прогресс решения таких задач связан с применением генетических ал-
горитмов. 

Генетический алгоритм основан н  в искусственных системах неко-
торых сво  к изме-
няющимся  от 
родителей. Сильной стороной тмов является их способность 
реш

непр

    

а имитации
йств живой природы: естественный отбор, приспосабливаемость
 условиям среды, наследование потомками жизненно важных свойств

генетических алгори
ать многоэкстремальные задачи без наложения условий на вид оптимизируе-

мой функции (отсутствуют требования на ерывность самой функции и ее про-
изводных). Важным достоинством генетических алгоритмов является то, что для 
них не важно начальное приближение. Генетический алгоритм показал высокую 
эффективность при решении многих задач: обучение нейронных сетей; обучение 
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