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что обосновывается содержанием в нем нескольких подходов. Для того чтобы от-
делить различные составляющие алгоритма Винограда, они пронумерованы: оди-
наковые части отвечают за один и тот же этап выполнения алгоритма. 
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О РЕШЕНИЯХ ЛИНЕЙНЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ  
ВТОРОГО ПОРЯДКА С МОДУЛЯРНОЙ АРИФМЕТИКОЙ  

 
Приведены и доказаны теоремы о свойствах решений линейных однородных разностных 

уравнений второго порядка с модулярной арифметикой. 

Введение 
Обозначим через },,1,{],[ baaba …+=  упорядоченное множество неотрица-

тельных целых чисел. Пусть mnxxx )( 1…= , mnppp )( 1…=  – n-разрядные m-ичные 
представления этих чисел. Под операцией px

m
Θ  понимаем поразрядную разность 

по модулю m (операция m-сдвига [1]).  
Определение. Линейное разностное уравнение, где в качестве сдвига аргумента 

берется m-сдвиг называется линейным m-разностным уравнением или разностным 
уравнением с модулярной арифметикой.  

Решениями линейных m-разностных уравнений произвольного порядка являют-
ся функции Виленкина – Крестенсона (ВКФ), записываемые в форме Пэли [1]: 

,
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где x – аргумент, p – параметр, ]1,0[]1,0[),( −×−∈ nn mmxp , i  – мнимая единица.  
При решении линейных m-разностных уравнений часть разрядов параметра p  

фиксируется, а часть остается произвольной [1].  
Будем рассматривать и исследовать свойства решений линейного m-разностного 

уравнения второго порядка 

0)()1()2( 21 =++ xykxykxy
mm
ΘΘ .                (2) 
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Решение уравнений второго порядка при m > 2. Общие замечания  
Рассмотрим линейное однородное m-разностное уравнение второго порядка (2). 
Будем искать его фундаментальные решения в виде ВКФ (1): 

1 1
1 1

2

0 ( ) Pal( , )

n n

n i i n i i
i i

i p x p x
my x p x e W

+ − + −
= =

π

= = =
∑ ∑

,                               (3) 

где m
i

eW
π2

= , и под знаком суммы операции умножения и сложения проводятся по 
модулю m (в смысле обычной модулярной арифметики, описанной в [2]). 

Подставим выражение (3) в исходное уравнение (2): 
1 1 1

1 1 1 1 1 1
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поскольку 0

1

1
1

≠
∑

−

=
−+

n

i
iin xp

W , то разделим на него обе части полученного уравнения: 

1 1 1( 2) ( 1)
1 2 0n n np x p x p xW k W k W− −+ + = ; 

1 1 11 12
1 2 0n n np x p x p xp pW W k W W k W− −+ + = ; 

поскольку 01 ≠nxpW , то сократим на него обе части: 

1 12
1 2 0p pW k W k− −+ + = .                                (4) 

Определение. Выражение (4) называется характеристическим уравнением (от-
носительно p ) уравнения (2). 

Заметим, что первые два слагаемых в (4), взятые без коэффициентов, представ-
ляют собой частные случаи сопряженных ВКФ при p = 1 и p = 2 соответственно: 

1
12 )100(2
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i
Wep
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…π
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1
12 2)200(2
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. 

Решим уравнение (4): 

( ) 021
2

11 =++ −− kWkW pp , 
следовательно, 

( )1

2 2
1 1 2 1 1

21,2

4
2 2 4

p k k k k kW k− − ± −
= = − ± − .                              (5) 

Соотношение (5) накладывает ряд ограничений на выбор коэффициентов k1 и k2, 
а именно: 
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1) так как модуль комплексной экспоненты 
1

1

2 p
m

ip eW
π

−− =  в левой части ра-
венства есть единица, то коэффициенты k1 и k2 должны быть связаны соотношением 

1
42 2

2
11 =−±− k

kk ;    (6) 

2) коэффициенты k1 и k2, при заданном модуле m должны быть такими, чтобы  

]1,0[1 −∈ mp . 

Решения характеристического уравнения (4) дают два значения разряда  p1, ко-
торые обозначим )1(

1p  и )2(
1p . С учетом этих обозначений общее решение m-

разностного уравнения (2) может быть записано в виде 

),(BPal),(APal)( )2()1( xpxpxy += ,           (7) 

где A и B – константы, определяемые начальными условиями; (1)p  и (2)p  – произ-

вольные частоты с фиксированными старшими m-ичными разрядами )1(
1p  и )2(

1p  
соответственно.  

Данные результаты приведены в [1], однако этот пример далее рассматривается 
там лишь для частного случая ( 1,0 21 == kk ), а мы проведем более полный анализ 
уравнений 2-го порядка, стараясь обобщить приведенные в [1] результаты. 

Решение линейных однородных m-разностных уравнений второго порядка  
при m > 2 
Считаем, что рассматриваемые уравнения имеют только вещественные коэффи-

циенты , 1, 2ik i = . 
Из формулы (5) приходим к соотношению 
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Из условия (6) следует, что 
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Выделим два случая: 
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Рассмотрим случай А. 
Для удобства введем обозначения:  

2

2
11

4
;

2
k

k
b

k
a −=−= .                                   (8) 

Поэтому, согласно (6), получим 1|| =± ba , причем 0≥b . 
Возможны следующие ситуации: 
1) 1=+ ba , 1=− ba , тогда bbbbaba 2111 −=−−=−⇒−= , b211 −= , следо-

вательно, 1,0 == ab ; 
2) 1,1 −=−=+ baba , тогда b211 −=− , следовательно, 0,1 == ab ; 
3) 1, 1a b a b+ = − − = , тогда 1 1 1 2 ,a b a b b b b= − − ⇒ − = − − − = − − 1 1 2 ,b= − −  

следовательно, 0,1 =−= ab ; 
4) 1,1 −=−−=+ baba , тогда b211 −−=− , следовательно, 0, 1b a= = − . 
То есть всевозможными вариантами являются следующие: 
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Предпоследнее соотношение противоречит тому, что 0≥b , поэтому в данном 
случае не существует линейного m-разностного уравнения с вещественными коэф-
фициентами, имеющего решения в базисе ВКФ. 

Следовательно, получаем следующие соотношения и разрешенные значения ко-
эффициентов для уравнений второго порядка при m > 2. 

1. При 1
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kk имеем: 
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Значит,  
1 20, 1k k= = − . 

Решение характеристического уравнения будет два: 
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При  –1 имеем: 
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2. При 1
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2
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2 4
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Следовательно,  
1 22, 1k k= − = . 

Решение характеристического уравнения будет только одно: 0)1(
1 =p , так как в 

данном случае оно сводится к решению уравнения 1
1

2
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Поэтому (1,2) (1,2)
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зультате дает значение разряда 0)2,1(
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Следовательно, 
1,2 21 == kk . 

Решение характеристического уравнения снова будет только одно: 
2

)2,1(
1

m
p = , 

так как в данном случае характеристическое уравнение сводится к решению урав-

нения 1
1

2

−=
− p

m
i

e
π

. 
Следовательно, доказана следующая теорема [3]. 
Теорема 1. Пусть в уравнении (2) коэффициенты 2,1, =iki  – постоянные 

и вещественные, и пусть 
4

2
1

2
k

k ≤ . Тогда возможны три ситуации (соотношения 

коэффициентов), при которых существуют решения уравнения (2) вида (1): 
1) при 1,0 21 −== kk  решений характеристического уравнения (3) будет два: 

2
;0 )2(

1
)1(

1
m

pp == ; 

2) при 1,2 21 =−= kk  решение характеристического уравнения (3) будет только 
одно: 
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0)2,1(
1 =p ; 

3) при 1,2 21 == kk  решение характеристического уравнения (3) будет только 
одно: 

2
)2,1(

1
m

p = . 

Рассмотрим случай Б.    
В данном случае правую часть характеристического уравнения (4) можно запи-

сать в следующем виде: 

4242
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При обозначениях 

4
,
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2
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правая часть характеристического уравнения (4) принимает вид 

iba ± , 0>b . 

Условие (6) равносильно следующему: 
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поскольку коэффициенты уравнения должны быть вещественными, то 

12 =k . 

В случае Б предполагается, что 
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2
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Ограничение же на значения разряда 1p  дает следующее требование: 
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Обоснуем формулу (9). Поскольку 
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то               =

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

−±
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=− kk

k

i
kk

p
m

i π
π

2

2

4
1

arctg
4

1
4

ln
2

1

2
12

1
2
1

1  

2
1

2
1

1 1

2 1 440 arctg 2 arctg 2 ,

k
k

i k i k
k k

⎛ ⎞
± −⎜ ⎟ ⎛ ⎞± −⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + π = + π

⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где ).2;2(,Z 1 −∈∈ kk  
Следовательно, получаем (9). 
Доказана следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть в уравнении (2) коэффициенты 2,1, =iki  – постоянные и ве-

щественные, и пусть 
4

2
1

2
k

k > . Тогда: 

1) для существования решения вида (1) необходимо, чтобы  

)2;2(1 −∈k  и 12 =k ; 

2) решениями характеристического уравнения (4) являются значения разряда 
)1(
2,1p , определяемые из условия (9); 
3) решения m-разностного уравнения (2) являются линейно независимыми. 
 
Рассмотрим выражение (9) при некоторых конкретных значениях коэффициента k1. 
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следовательно, 
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Мы видим, что получается два линейно независимых решения: 

).,(Pal);,(Pal )2()1( xpxp  

В силу целочисленности разряда p1  необходимо имеем, что m должно быть 
кратно 4. 

Полученный результат (для значений коэффициентов 1,0 21 == kk ) приведен 
в [1]. Однако, как видно, он просто является частным случаем более общей теории. 

2. При 1 (0, 2)k ∈  получаем, что выражению 

2
4 2

111
kik

W p −±−
=−  

соответствует следующее соотношение: 

2
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3.  При )0,2(1 −∈k  получаем, что выражению 

2
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соответствует следующее соотношение: 

2
(1,2) 1 (1,2)
1 1

1

41 arctg , [0, 1], Z.
2

k
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Теорема 3. Пусть в уравнении (2) коэффициенты 2,1, =iki  – постоянные и ве-

щественные, и пусть 
4

2
1

2
k

k > . Тогда существует счетное множество различных 

уравнений (2), имеющих решения вида (1). 
Доказательство. Согласно (9) верно соотношение 
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где p и q – целые числа.  
Следовательно, 
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1
2

2 ( 2, 2).

1 tg

k
p l
q

±
= ∈ −

⎛ ⎞
+ π + π⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Поскольку существует счетное множество параметров p, q ,l, то существует 
и счетное множество коэффициентов )2,2(1 −∈k , а следовательно, и счетное коли-
чество линейных m-разностных уравнений второго порядка, имеющих решения в 
базисе ВКФ. 

Теорема доказана. 

Решение уравнений второго порядка при m = 2 
Теперь рассмотрим случай m = 2, т. е. базис из функций Уолша, являющихся ча-

стным случаем ВКФ [1]. При этом ВКФ, входящие в характеристическое уравнение  

0)1,(Pal)2,(Pal 21 =++ kpkp , 

могут быть записаны в виде 

11 )1()1,(Pal)1,(Pal ppiepp −=== π ; 

22 )1()2,(Pal)2,(Pal ppiepp −=== π , 

где 1p  и 2p  – два старших разряда в двоичном представлении частоты p .    
Следовательно, характеристическое уравнение приобретает вид 

0)1()1( 21
12 =+−+− kk pp .                               (10) 

Отсюда видно, что на коэффициенты 1k  и 2k  опять должны быть наложены не-
которые ограничения. 

Должны одновременно удовлетворяться два из следующих четырех соотноше-
ний [1]: 

).1,1(01)4
),0,1(01)3
),1,0(01)2
),0,0(01)1

2121

2121

2121

2121

===+−−
===+−
===++−

===++

ppkk
ppkk
ppkk

ppkk

                                  (11) 

В зависимости от того какая пара из этих уравнений удовлетворяется, будут по-
лучены две комбинации разрядов 1p  и 2p , определяющие искомые частоты 

)1(p  и )2(p . У этих частот окажутся фиксированными только два старших разряда, 
а остальные могут быть произвольными.   

Не трудно заметить, что не все условия (11) являются совместными, а именно: 
несовместны условия 1 и 2, 3 и 4. Следовательно, доказана теорема. 

Теорема 4. Пусть в уравнении (2) коэффициенты 2,1, =iki  – постоянные и ве-
щественные, и модуль m = 2. Тогда:  

1) существует всего 4 m-разностных уравнения (2), имеющих решения в базисе 
ВКФ; 
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2) при решении уравнений (2) фиксируется два разряда параметра p , исходя из 
соотношений (11); 

3) каждое уравнение (2) имеет по два линейно независимых решения. 

О функции Коши для уравнений второго порядка 
Определим функцию Коши для уравнения (2) следующим образом: 
Определение. Функцию ),( sxk , удовлетворяющую однородному m-разност-

ному уравнению (2) при каждом s  по x  и начальным условиям  

1)2,1(;0)2,2( ==
mmmm

sskssk ΘΘΘΘ                                    (12) 

при каждом s, назовем функцией Коши. 
Лемма 1. При m > 2  имеем: 

11)2(
mmm

ss ΘΘ =⊕ . 

Доказательство. Очевидно, что 

( )( ) ( )( )1 2 1 2( 2) 1 ( 2) 1 ( 2) 1n m n mm mm m
s s s s s s s mΘ ⊕ = − + = + − + =… …  

( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2 1 2( 2 1) 1 1 1.n n nm m m m
s s s m s s s m s s s s= + − + = + − = − = Θ… … …  

Лемма доказана. 
При m > 2 построим следующий объект. 
Пусть )(),( 21 tyty  – два линейно независимых решения уравнения (2), тогда 

введем функцию 

)1()1(
)()(

)()(
)()(

),(

21

21

21

21

mm
sysy

sysy
xyxy
sysy

sxk

⊕⊕

= .                                    (13) 

Данная функция по построению есть решение уравнения (2), и при этом 

0

)1()1(

)2()2(

)2()2(

)2()2(

)2,2(

21

21

21

21

==

mm

mm

mm

mm

mm

sysy

sysy

sysy

sysy

ssk

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ ; 

1

)1()1(

)2()2(

)1()1(

)2()2(

)2,1(

21

21

21

21

==

mm

mm

mm

mm

mm

sysy

sysy

sysy

sysy

ssk

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ . 
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Действия с аргументом корректны на основании леммы 1. Следовательно, по-
строенный объект есть функция Коши. 

Важным случаем является случай m = 2. При таком значении m нельзя по при-
веденной формуле (13) построить функцию Коши, поскольку в отличие от обычной 
модулярной арифметики [2], где  

102221010 1)01()01()10(12 ==−=− , 

при m-сдвиге получаем: 

( ) 10102222
2

210
2

10 13)11()10()01()01()10(12 ≠==−−== ΘΘ . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) =⊕=⊕ 2222221
22

100001001)2( ……… ΘΘ nssss ( ) =+−− 22121 )1()1( nn ssss …  

( ) 3)1()1(
2

22121 ⊕=++= − sssss nn… . 

Поэтому 

1

)11()11(
)10()10(

)01()01(
)10()10(

)3()3(
)2()2(

)1()1(
)2()2(

)2,1(

2
2

22
2

1

2
2

22
2

1

2
2

22
2

1

2
2

22
2

1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

22
≠

⊕⊕

=

⊕⊕

=

sysy
sysy

sysy
sysy

sysy
sysy

sysy
sysy

ssk
ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ

ΘΘ . 

Значит, формула (13) не дает функции Коши в случае m = 2. 
Замечание. Формула (13) аналогична соответствующим формулам для по-

строения функции Коши классических разностных и дифференциальных однород-
ных уравнений. Аналогия нарушается лишь в случае m = 2. 
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