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Введение 
Постоянное расширение круга приложений циф-

рового спектрального фурье-анализа дискретных 
сигналов на конечных интервалах объясняется, с 
одной стороны, преимуществами цифровой обработ-
ки сигналов (ЦОС), среди которых следует назвать 
гарантированную точность, идеальную воспроизво-
димость результатов, высокую производительность и 
экономичность, с другой стороны – проведением 
интенсивных исследований в данной области по соз-
данию и разработке новых методов.  

В практике ЦОС часто приходится иметь дело с 
сигналами, фурье-спектр которых изменяется во вре-
мени [1]. Например, с измерениями фурье-спектров 
таких сигналов сталкиваются в таких предметных 
областях, как радиолокация, виброакустическая диаг-
ностика, распознавание и синтез речи, пассивная гид-
ролокация, биомедицина [2, 3]. Способ, позволяющий 
проводить такие измерения, называется скользящим 
спектральным измерением [4] и заключается в опре-
делении фурье-спектра сигнала на k-частоте во вре-
менном окне в N отсчетов. При этом перед повторным 
спектральным измерением окно смещается на один 
отсчет, а скользящие измерения могут проводиться на 
одной частоте или группе частот. 

Энергетический фурье-спектр сигнала (на одной 
частоте или группе частот), измеряемый во времен-
ном окне при его сдвиге на один отсчет, принято 
называть «текущим энергетическим фурье-
спектром». Если сдвиг временного окна осуществля-
ется более чем на один отчет, то такой спектр назы-
вают «скачущим энергетическим фурье-спектром» 
[1]. Следовательно, «скачущие» измерения являются 
частным случаем «скользящих» измерений (проре-
женным их вариантом). 

Цель настоящей работы – исследование инвари-
антности текущего энергетического фурье-спектра 
комплекснозначных и действительнозначных дис-
кретных сигналов на конечных интервалах. 

Измерение фурье-спектра сигнала в базисе 
дискретных экспоненциальных функций 
Прямое и обратное дискретное преобразование 

Фурье (ДПФ) в матричной форме задается следую-
щими соотношениями [5, 6]: 

1
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где * – знак комплексного сопряжения; XN = 
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Пара преобразований ДПФ в обычной форме 
задается следующими соотношениями: 
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Для дискретного преобразования Фурье вводятся 
понятия энергетического спектра ( )NG k  и спектра 

мощности ( )NP k  [7, 8]: 
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Переход от нормированной f  к «истинной» 

истf осуществляется согласно выражению 

ист sf f F    , где sF  – частота дискретизации сигна-

ла ( )x n . 

Отметим, в рамках теории дискретных сигналов 
на конечных интервалах любые линейные преобра-
зования сигналов не должны выводить их за пределы 
интервала N  [5, 9]. В ДПФ сдвиг сигнала NX  опре-

деляется как циклическая перестановка его отсчетов. 
Матрица сдвигов исходного сигнала NX  в случае 

применения ДПФ является циркулянтной матрицей и 
имеет вид: 
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Если использовать квадратную матрицу сдвига 
размерности N: 
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то выражение (5) можно представить в следующем 
виде: 
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где 0M  – единичная матрица; kM , 1, 1k N   – 

обозначает возведение матрицы М в степень k . 
Вообще говоря, теория спектрального анализа 

дискретных сигналов на конечных интервалах в лю-
бом базисе базируется на трех основных и взаимо-
связанных положениях [5, 6, 9]: 

 определение сигнала на конечном множестве N 
точек; 

 определение сдвига сигнала как некоторой опе-
рации по перестановке его отсчетов внутри конечно-
го интервала; 

 определение системы дискретных базисных 
функций. 

Как показано выше, в рамках ДПФ определены 
все вышеперечисленные положения. 

В практике применения аппарата ДПФ необхо-
димо учитывать следующие важные моменты.  

 В принципе ДПФ последовательности 

( ), 0, 1x n n N   можно рассматривать как некото-

рое приближение к преобразованию Фурье от функ-
ции ( )x t , порождающей последовательность ( )x n . 

Однако, и это следует подчеркнуть, свойства ДПФ 
являются точными и не являются приближенными, 
основанными на свойствах преобразования Фурье 
непрерывных сигналов [10]. 

 ДПФ и ОДПФ позволяют взаимно однозначно 
отображать в частотную область (во временную об-
ласть) последовательности, заданные во временной 
области (в частотной области) на конечных интерва-
лах, в виде последовательностей, заданных также на 
конечных интервалах, но уже в частотной области 
(во временной области). Такая возможность обеспе-
чивается за счет того, что ДПФ и ОДПФ осуществ-
ляют циклический сдвиг последовательностей во 
временной и частотной областях соответственно. 

 С точки же зрения приложений ДПФ важно по-
нимать, что данный метод, наряду с достоинствами, 
имеет и ряд недостатков, связанных с проявлением 
специфических эффектов, сопровождающих его 
практическое применение.  

Отметим некоторые из них: 
1. Коэффициенты ДПФ ( )NS k  последователь-

ности ( ), 0, 1x n n N   равны значениям z-преобра-

зования последовательности  ( ), 0, 1x n n N   на еди-

ничной окружности. Однако ДПФ не дает ответа на 
вопрос: каковы значения z-преобразования последова-

тельности ( ), 0, 1x n n N   между этими точками, 

порождая так называемый «эффект частокола». 
2. Применению ДПФ сопутствует так называе-

мый «эффект размывания спектральных составляю-
щих» (часто называемый «эффектом утечки»). Дан-
ный эффект связан с тем, что при выполнении спек-
трального анализа исследуемой функции мы 
измеряем циклическую свертку спектра исследуемой 

функции с функцией вида 
sin

sin( / )

x

N x N
, которая не 

локализована, а размыта по частоте (отсюда и назва-
ние эффекта). 

Методы и алгоритмы проведения скользящих 
спектральных измерений 
Одним из методов осуществления скользящих 

спектральных измерений на k-й частоте является ис-
пользование одной секции (или нескольких секций) 
обобщенного комплексного фильтра на основе частот-
ной выборки (ФОЧВ). В основе ФОЧВ лежит возмож-
ность реализации КИХ-фильтра с N ответвлениями в 
виде последовательного соединения гребенчатого 
фильтра и банка из N комплексных резонаторов, одна 
секция которого приведена на рис. 1 [1, 4]. 

Структура, изображенная на рис. 1, позволяет 
эффективно осуществлять скользящие спектральные 
измерения на фиксированном множестве частот: 

 2 k N ,                              (8) 
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где 0, 1k N  , N – число отсчетов сигнала задержки 
входной последовательности x(n) в гребенчатом 
фильтре. 

Скользящие спектральные измерения на k-й час-
тоте могут осуществляться и методом ДПФ (вычис-
ление k-го бина ДПФ (1), (3)) в скользящем окне 
длительностью в N отсчетов (r – число отсчетов, на 
которое сдвигается окно в N отсчетов вправо по сиг-
налу x(m)): 

1
( )

0

1
( ) ( )

N
r kn

N N
n

S k x n r W
N





  ,  где 0, 1k N  ;  

0,1, 2...r                              (9) 

Необходимо отметить, что проведение скользя-
щих измерений на k-й частоте фильтром на основе 
частотной выборки (рис. 1) более эффективно, чем 
методом ДПФ. Это связано, прежде всего, с тем, что 
структура ФОЧВ, в отличие от ДПФ, дает возмож-
ность использовать метод рекуррентного расчета 
значений спектра на выходе комплексного резонато-
ра. Действительно, из анализа структуры секции 
ФОЧВ (рис. 1) непосредственно следует, что в этом 

случае для выполнения скользящего спектрального 
измерения на k-й частоте необходимо (после выхода 
на режим скользящего измерения) выполнить всего 
два комплексных умножения на входной отсчет (при 
выполнении ДПФ необходимо выполнить N ком-
плексных умножений). 

В [4] рассмотрен алгоритм однобинового сколь-
зящего ДПФ (СДПФ), который позволяет рекуррент-
но вычислять значение k-го бина N-точечного ДПФ в 
скользящем окне длительностью N отсчетов. Пред-
ложенный алгоритм более эффективен (с точки зре-
ния вычислений), чем алгоритм ДПФ. В результате 
появляется возможность проводить спектральные 
измерения с той же частотой, с которой приходят 
входные отсчеты. 

Разностное уравнение СДПФ имеет вид [4]: 

2

( ) [ ( 1) ( ) ( )]
j mm mNX n e X n x n x n N


     .     (10) 

Реализация соотношения (3) приводит к КИХ-
фильтру, структура которого приведена на рис. 2. 
 

 

 

Рис. 1. Структурная схема фильтра на основе частотной выборки – ФОЧВ 
 

 

Рис. 2. Структура фильтра однобинового скользящего ДПФ 
 

Отметим, что общим недостатком ДПФ и рас-
смотренных методов является фиксированность 
множества значений частот, на которых можно осу-
ществлять скользящие спектральные измерения (8). 

Рассмотрим вопрос инвариантности энергетиче-
ского фурье-спектра дискретных сигналов при 
скользящих измерениях для двух видов продолжения 
входного дискретного сигнала:  

– «естественного» («реального») продолжения 
сигнала; 

– «искусственного» продолжения сигнала, «навя-
занного» дискретным преобразованием Фурье.  

Инвариантность текущего энергетического 
фурье-спектра дискретных сигналов 
Отметим, что широкое применение преобразова-

ния Фурье к анализу стационарных процессов и сис-
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тем основано главным образом на фундаментальном 
свойстве, отмеченном Н. Винером – свойстве инва-
риантности экспоненциального базиса к цикличе-
скому сдвигу [5].  

Введем символическое обозначение для ДПФ и 
ОДПФ циклической ( N -периодической) последова-

тельности ( ), 0, 1x n n N  : 

( ) Fx n  ( )NS k .                (11) 

Тогда теорему сдвига для ДПФ можно записать в 
следующем виде: 

если ( ) Fx n  ( )NS k , то 

 ( ) Fx n m  km
NW  ( )NS k .              (12) 

Из данной теоремы непосредственно следует ин-
вариантность энергетического спектра (4) N -
периодической последовательности 

( ) ( ), 0, 1Nx n rN x n n N    . 

Разностное уравнение (10) скользящего измере-
ния на k -й частоте фурье-спектра дискретного сиг-
нала ( )x n  при естественном его продолжении и 

сдвиге временного окна на m  отсчетов запишем в 
следующем виде: 

*
( 1)( ) ( )k

m N mS k W S k
 ,                  (13) 

где 
2π

exp( ); 1,2,3,...k
NW k m

N
    – сдвиг временного 

окна; *
( 1) ( 1)( ) [ ( ) ( 1) ( 1 )]m mS k S k x m x m N       N  – 

число отсчетов во временном окне (длина окна); 

0 ( 1) 1
( ) ( )m m

S k S k 
  – значение на k -й частоте ко-

эффициента ДПФ при выходе алгоритма на режим 
скользящего измерения. 

Используя тригонометрическую форму записи 
комплексного числа, запишем ( 1) ( )mS k , *

( 1) ( )mS k  в 

следующем виде: 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) [cos( ) sin( )]m m m mS k S k j        ;  (14) 

* * * *
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( ) ( ) [cos( ) sin( )]m m m mS k S k j        , 

где 2 2
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Учитывая, что 

2 22 2
cos sin 1k

NW k k
N N

          
   

; 

1 [cos( ) sin( )]k
N k kW j      ;

2
k N


  ;      (15) 

( ) ( )a jb c jd    ( ) ( )a jb c jd   ; 

* *
( 1) ( 1)( ) ( ) [cos( ) sin( )]m m m k m kS k S k j        ; 

*
( 1) ( ) ( )m mS k S k  , 

представим разностное уравнение (13) в следующей 
форме: 

*
( 1)( ) ( )k

m N mS k W S k
 =      

= * * *
( 1) ( 1) ( 1)( ) [cos( ) sin( )]m m k m kS k j        = 

= ( 1) ( 1)( ) [cos( ) sin( )]m m k m kS k j       ,     (16) 

где   
*
( 1)*

( 1) *
( 1)

Re[ ( )]
arccos

( )

m
m

m

S k

S k






  . 

Из соотношения (16) непосредственно следует, 
что значение текущего энергетического фурье-
спектра сигнала ( )x n  на k -й частоте равно: 

( )mG k  2*
( 1) ( )mN S k     

= 2
( 1){Re [( ( )) ( 1) ( 1 )]mN S k x m x m N        

+ 2
( 1)Im [( ( )) ( 1) ( 1 )]}mS k x m x m N      .    (17) 

Введя комплекснозначную функцию c(m) = 
{ ( ) ( )}x m x m N    , представим выражение (17) 

в следующем виде: 

( )mG k  2
( 1){Re [( ( )) ( )]mN S k c m    

+ 2
( 1)Im [( ( )) ( )]}mS k c m  .                 (18) 

Можно показать, что текущий энергетический 
фурье-спектр комплекснозначного сигнала ( )x n на 

k -й частоте будет инвариантным к временному 
сдвигу (т. е. не будет зависить от сдвига сигнала m ) 
при выполнении равенства: 

( 1){[Re( ( ) Re( ( )]mS k c m   Re( ( ))c m +                       

+ ( 1)[Im( ( ) Im( ( )]mS k c m   Im( ( ))} 0c m  . 

Частный случай выполнения этого тождества 
рассмотрен выше (12) (т. е. при равенстве 
Re[ ( )] Im[ ( )] 0c m c m  ). Еще один частный случай 

будет приведен ниже. В общем же случае текущий 
энергетический фурье-спектр действительного сиг-
нала ( )x n  на k -й частоте не будет инвариантным к 

временному сдвигу сигнала. Данный эффект авторы 
назвали «эффектом неинвариантности». На рис. 3 
иллюстрируется эффект неинвариантности текущего 
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энергетического спектра для комплекснозначного 
( )x n  и действительнозначного ( )y n  сигналов: 

2
( ) cos ( )x n k q n

N

    
+

2
sin ( )j k q n

N

   
+ 

+ 1 1

2
cos ( )k q n

N

   
+ 1 1

2
sin ( )j k q n

N

   
;     (19) 

2
( ) cos ( )y n k q n

N

    
+ 1 1

2
cos ( )k q n

N

   
; 

1 17, 13; 1/ 3, 1/ 4k k q q    .         (20) 

 
Рис. 3. Эффект неинвариантности текущего энергетического спектра для комплекснозначного сигнала ( )x n  (а)                       

и действительнозначного сигнала ( )y n  (б) 

 
Инвариантность текущего энергетического 
фурье-спектра комплекснозначных                             
и действительнозначных тональных компонент  
Рассмотрим измерение текущего энергетического 

фурье-спектра во временном окне в N  отсчетов ком-
плекснозначной гармонической компоненты вида: 

2
( ) cos [ ( ) ]x n k q n

N


  +

2
sin [ ( ) ]j k q n

N


 ,    где 

0 1q  .                          (21) 

Нетрудно установить, что если сигнал (21) на ин-
тервале анализа укладывается в целое число ее (ком-
поненты) периодов (т. е. 0q  ), то из предыдущих 

результатов непосредственно следует инвариант-
ность энергетического спектра к временному сдвигу 
сигнала, так как в этом случае естественное продол-
жение сигнала во временном окне будет совпадать с 
циклическим (периодическим) продолжением, кото-
рое «навязывается» ДПФ [11, 12]. 

Для нашего частного случая, вместо комплексно-
значной функции ( )c m  (18), введем функцию вида: 

( ) Re[ ( )] Im[ ( )]q q qc m c m j c m  ,            (22) 

где    Re[ ( )] {Re[ ( 1 )] Re[ ( 1)]}qc m x m N x m     =  

2
cos ( )( 1 )k q m N

N

         
                                           

–
2

cos ( )( 1) ;k q m
N

      
  

Im[ ( )] {Im[ ( 1 )] Im[ ( 1)]}qc m x m N x m     = 

2
sin ( )( 1 )k q m N

N

      
2

sin ( )( 1) .k q m
N

     
 

В силу периодичности и симметричности функ-
ций cos  и  sin  первые члены разностей: 
Re[ ( )]qc m  и Im[ ( )]qc m  можно преобразовать к виду: 

2
cos ( )( 1 )k q m N

N

      
           

=
2

cos ( )( 1) 2k q m q
N

       
 

а 

б 
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=
2

cos ( )( 1) cos(2 )k q m q
N

      
 

2
sin ( )( 1) sin(2 )k q m q

N

      
;             (23) 

2
sin ( )( 1 )k q m N

N

      
 

2
sin ( )( 1) 2k q m q

N

        
 

=
2

sin ( )( 1) cos(2 )k q m q
N

      
 

2
cos ( )( 1) sin(2 )k q m q

N

      
.          (24) 

Тогда выражение (22) можно представить в сле-
дующем виде: 

2
( ) cos ( )( 1)qc m k q m

N

      
 cos(2 ) 1q    

2
sin ( )( 1) sin(2 )k q m q

N

      
+ 

+
2

{sin ( )( 1)j k q m
N

     
 cos(2 ) 1q  + 

2
cos ( )( 1) sin(2 )k q m q

N

      
= 

22sin ( )q  
2

cos ( )( 1)k q m
N

      
 

2
sin ( )( 1) sin(2 )k q m q

N

       
 

22sin ( )j q 
2

sin ( )( 1)k q m
N

     
+ 

2
cos ( )( 1) sin(2 )k q m q

N

      
.          (25) 

На рис. 4 показано изменение реальной и мнимой 
части функции ( )qc m в координатах сдвиг m  и па-

раметр q  при определенных значениях частоты k  и 

длительности сигнала N . 
Как мы видим, максимум амплитуд функций 

Re[ ( )]qc m  и Im[ ( )]qc m  равен двум, соответствует 

значению 1 / 2q   и не зависит от N  и k . Среднее 

значение функций Re[ ( )]qc m  и Im[ ( )]qc m  при 

фиксированном q  равно нулю.  

На рис. 5 приведено изменение дисперсий функ-
ций Re[ ( )]qc m  и Im[ ( )]qc m  в зависимости от q . 

 

 
Рис. 4. Изменение реальной (а) и мнимой (б) частей функции ( )qc m  в координатах сдвиг m и параметр q при определен-

ных значениях частоты k и длительности сигнала N 

а 

б 
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Рис. 5. Изменение дисперсий функций Re[ ( )]qc m  и Im[ ( )]qc m  в зависимости от параметра q  

 
Отметим, что полученные выше результаты легко 

распространить и на действительнозначные сигналы, 
положив Im[ ( )] 0x n  . 

Измерения текущего энергетического фурье-
спектра проведем для комплекснозначных сигналов 

( )ix n вида:  

2
( ) cos ( )x n k q n

N

    
+

2
sin ( )j k q n

N

   
; 

 1 1 1

2
( ) cos ( )x n k q n

N

    
+ 1 1

2
sin ( )j k q n

N

   
; 

2 2 2

2
( ) cos ( )x n k q n

N

    
+ 2 2

2
sin ( )j k q n

N

   
, 

где  1 2 1 24, 7; 13; 1/ 2, 1/ 4, 0k k k q q q       

и действительнозначных ( )iy n  сигналов вида: 

2
( ) cos ( )y n k q n

N

    
; 1 1 1

2
( ) cos ( )y n k q n

N

    
; 

 2 2 2

2
( ) cos ( )y n k q n

N

    
, 

где 1 2 1 24, 7, 13; 1/ 2, 1/ 3, 0k k k q q q      . 

На рис. 6 приведены результаты измерения теку-
щих энергетических фурье-спектров действительно-
значных сигналов ( )y n a ; 1( )y n б ; 2 ( )y n в . 

На рис. 7 приведены результаты измерения теку-
щих энергетических фурье-спектров комплексно-
значных сигналов ( )x n a ; 1( )x n б ; 2 ( )x n в . 

На рис. 6, а, б мы видим проявление сразу двух 
явлений, сопровождающих цифровую спектральную 
обработку действительнозначных сигналов. Это из-
вестный эффект размывания спектральных состав-
ляющих (называемый часто эффектом утечки, англ. 
leakage) и эффект неинвариантности, выявленный в 
настоящей работе (англ. non-invariance). При этом 
если значение параметра q  равно нулю (рис. 6, в), то 

ни один из эффектов не проявляется. Отсутствие 
проявления в этом случае эффекта утечки объясняет-
ся тем, что коэффициенты ДПФ «попадают» в нули 
z-преобразования на единичной окружности отрезка 
гармонической компоненты. А отсутствие проявле-
ния эффекта неинвариантности связано с тем, что 
естественное продолжения сигнала во временном 
окне совпадает с циклическим (периодическим) про-
должением, «навязываемым» ДПФ.  

При измерении текущих энергетических спектров 
одиночных комплекснозначных сигналов (рис. 7) 
наблюдается проявление только одного эффекта – 
эффекта размывания спектральных составляющих. 
Эффект неинвариантности в этом частном случае не 
проявляется, как при 0q   (рис. 7, в), так и при 

0q   (рис. 7, а, б). Если же комплекснозначный 

сигнал представляет собой сумму комплекснознач-
ных сигналов (например, сигнал вида (20)), то при 
измерении текущего энергетического спектра такого 
сигнала мы видим проявление как эффекта размыва-
ния спектральных составляющих, так и эффекта не-
инвариантности (рис. 3, а). 
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Рис. 6. Текущие энергетические фурье-спектры действительнозначных сигналов ( )a y n ; 1( )б y n ; 2 ( )в y n  

 
Рис. 7. Текущие энергетические фурье-спектры комплекснозначных сигналов ( )a x n ; 1( )б x n ; 2 ( )в x n  

 

а 

б 

в 

а 

б 

в 
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Заключение 
Преимущества цифровой обработки сигналов 

предопределяют постоянное расширение примене-
ния цифровых спектральных методов в различных 
областях научных исследований [13–18]. Подчерк-
нем, что переход от аналоговых методов спектраль-
ного анализа к цифровым методам требует (как пра-
вило, для каждой предметной области) проведения 
дополнительных исследований процессов и эффек-
тов, сопровождающих такой переход. Это утвержде-
ние в полной мере относится и к спектральному ана-
лизу дискретных сигналов на конечных интервалах в 
базисе ДЭФ. Проведение таких исследований пред-
ставляется важным, так как у исследователей часто 
превалируют знания в конкретной предметной об-
ласти, а не в области цифровых методов обработки 
сигналов. И, как показывает практика, важные про-
цессы и эффекты, возникающие в приложениях циф-
рового спектрального анализа, часто ускользают от 
внимания исследователей, что в конечном счете, как 
правило, приводит к ошибочным выводам. 

Проведенные исследования выявленного автора-
ми работы эффекта неинвариантности текущего 
спектра позволяют: 

 во-первых, повысить эффективность применения 
цифрового спектрального анализа во многих его при-
ложениях. В частности, при решении задач по обнару-
жению и выявлению скрытых периодичностей (гармо-
нических, тональных компонент) в таких предметных 
областях, как радиолокация, виброакустическая диаг-
ностика, пассивная гидролокация, биомедицина и т. д.; 

 во-вторых, по-новому взглянуть на результаты 
измерения на конечных интервалах текущих фурье-
спектров и текущих энергетических фурье-спектров 
сигналов, а также дать численную оценку неинвари-
антности текущих энергетических фурье-спектров 
действительных тональных компонент. 
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Measurement of current energy Fourier spectrum of complex and real discrete signals on finite intervals 
 
Methods and algorithms of "sliding" and "jumping" spectral measurements on finite intervals were investigated. The theory of measuring the  

current energy Fourier spectrums of digital signals were suggested. Theoretical and practical results of estimating the invariance of current energy 
Fourier spectrums of complex and actual tonal components were shown. 
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