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В статье проведен анализ динамических процессов в механическом регулируемом приво-

де с бесступенчатой передачей непрерывного действия. Разработанные теоретические 
положения позволяют исследовать влияние различных конструктивных параметров на 
устойчивость колебаний привода, проанализировать возможность бифуркации динамиче-
ской системы. 

 
Рассматривается механический бесступенчатый регулируемый привод, содер-

жащий нефрикционную бесступенчатую передачу непрерывного действия (НПНД) 
[1]. Структура НПНД из-за наличия преобразующего механизма (ПМ) переменна. 
Рабочий процесс передачи представляет собой последовательное чередование 
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действия одного рабочего тела ПМ. 
Математическая модель исследуемой динамической системы имеет вид [2]: 
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Здесь ( ),  cM t M  – вращающий момент двигателя и момент сопротивления, при-

веденный к ведомому валу бесступенчатого привода; ( ) { },  3,4,6,7i t iϕ

( ) ( ),  t tβ γ

 – углы, оп-

ределяющие конфигурацию различных звеньев НПНД [1];  – углы по-
ворота, соответственно, промежуточного и ведомого валов НПНД; 

,  – коэффициенты, определяющие геометрические 

и инерционные параметры НПНД; 
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 – первые передаточные функ-

ции (передаточные отношения) преобразующих механизмов НПНД. 
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Исследуемая динамическая система (2), (3) является автономной. Фазовое про-
странство ее трехмерно. В качестве фазовых координат примем ( ) ( ) ( ), ,t t M tα α& . 

На установившихся режимах граничные значения двух фазовых координат, ( )tα&  

и ( )M t  в начале и конце периода совпадают: 

( ) ( ) ( ) ( ) { }1 1
1 10 ,  0 ,  1,2,3,i i i it M M t i+ +α = α = ∈& & ... .  (4) 

Третья координата  угол поворота ведущего вала НПНД, с течением вре-
мени монотонно возрастает.  

( ),tα

Таким образом, на установившихся режимах динамическая система (2), (3) со-
вершает периодическое «вращательное» [3] движение, по другой  терминоло-
гии [4; 5] – периодические колебания второго рода. Следовательно, построение 
законов движения НПНД в данном случае эквивалентно решению граничной за-
дачи (2), (3), (4) с периодическими [6] граничными условиями. 

В соответствии с изложенным, анализу динамических процессов в приводе 
предшествует построение аналитического решения граничной задачи для диффе-
ренциальных уравнений (2), (3) движения обобщенной динамической модели бес-
ступенчатого привода. Данная задача решена в работе [1]. В настоящей работе на 
базе полученных аналитических зависимостей в фазовом пространстве с использо-
ванием метода точечных отображений [7] исследуются нелинейные колебания 
привода. 

1. Фазовое пространство. Фазовые траектории. 
Вначале рассмотрим наиболее общий случай, соответствующий неустановив-

шимся колебаниям привода. При этом на первом этапе ограничимся анализом од-
ного периода (1). На неустановившихся режимах дополнительные условия в отли-
чие от случая (4) имеют вид: 

( ) ( ) ( )0 ,  0 ,  0 .M M∗ ∗α = α α = α =& & ∗  (5) 

Таким образом, построение законов движения привода в данном случае эквива-
лентно решению задачи Коши (2), (3), (5). Решение данной задачи приведено в ра-
боте [8]. В процессе построения решения задачи Коши было установлено, что 
в каждой внутренней точке отрезка (1) решение данной задачи существует, единст-
венно и непрерывно зависит от времени t и начальных данных. Отмеченное обстоя-
тельство позволяет сделать вывод, что на множестве (1), в частности, не имеет ме-
сто самопересечение фазовых траекторий исследуемой динамический системы, т. е. 
фазовые траектории не являются сепаратрисными [7] кривыми: во всех внутренних 
точках отрезка (1) фазовые траектории являются «гладкими» кривыми. Топологи-
ческой особенностью фазовых траекторий, которую необходимо учитывать при их 
построении, является также то, что в силу вращательного характера движения при-
вода фазовые траектории направлены в сторону возрастания оси .Оα  

Перечисленных свойств фазовых траекторий вполне достаточно для качествен-
ного описания их поведения в фазовом пространстве (рис. 1). Более точные коли-
чественные характеристики можно получить на основе параметрических уравнений 
фазовых траекторий – решения задачи Коши (2), (3), (5). 
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Рис. 1. Фазовый портрет одного цикла  Цi

Пусть  – плоскость Ζ ( )0 ,α  а ′Ζ  – плоскость ( )1tα  (рис. 1). Тогда движению 
исследуемой динамической системы на отрезке (1) соответствует перемещение 
изображающей точки  вдоль фазовой траектории Г из положения S

( ) )( ( )( )0 , 0 , 0 ,  i iS M S ∈ Ζα α&  в положение ( ) ( ) ( )( )1, ,iS t t M t′ 1 1α α& , .iS ′ ′∈ Ζ  При этом 
существенно, что фазовая траектория Г пересекает (а не касается) плоскости Ζ  
и .′Ζ  Следовательно, последние являются «плоскостями без контакта» [7]. В спра-
ведливости данного утверждения можно убедиться, анализируя выражение 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )0,52 2 2arccos 0 0 0 0 ,M
−

ς = α α + α + && & &&  (6) 

определяющее угол ς  между осью Oα  (рис. 1) и касательной к фазовой траекто-
рии Г в точке  т. е. при ,S 0.t =  Здесь предполагается, что параметрическое урав-
нение фазовой траектории Г  

( ) ( ) ( ),  ,  t t M Mα = α α = α =& & t  (7) 

определяется соотношениями (2), (3), (5). 
Действительно, если не рассматривать аварийный режим работы приводного 

электродвигателя – режим «опрокидывания», то можно сделать вывод, что при ра-
боте на нормальных эксплуатационных режимах угловая скорость его ротора ( )tα&  

никогда не обращается в ноль, в т. ч. и при 0,t =  т. е. ( )0 0.α ≠&  В силу этого, со-
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гласно (7), [ ]10,t t∀ ∈ : 0,5 .ς ≠ π  Таким образом, при 0,t =  т. е. в начальный момент 
времени периода (1), фазовая траектория Г не может иметь направление перпенди-
кулярное оси ,  а следовательно, не может «касаться» плоскости ,Oα Ζ  но может ее 
только «пересекать». Тем самым мы показали, что плоскость Ζ  является по отно-
шению к фазовой траектории Г «плоскостью без контакта». Аналогично доказыва-
ется подобное утверждение и в отношении плоскости .′Ζ  

2. Точечные отображения, порождаемые нелинейными колебаниями привода. 
Выше было отмечено, что в процессе работы привода фазовая точка  лежа-

щая в плоскости  переходит в точку  плоскости 
,iS

.′ΖiS ′,Ζ  Следовательно, в преде-
лах периода (1) фазовые траектории Г исследуемой динамической системы (2), (3), 
(5) порождают [7] точечное отображение iT ′  плоскости Ζ  в плоскость .′Ζ  Если 

теперь спроектировать точку  на плоскость iS ′ Ζ  ( ( ) ( ) ( )( )M1 , 1t0 ,α αS t  – проекция 

точки ), т. е. если ввести в рассмотрение дополнительное отображение 

&

iS ′ iT  плос-

кости  в  то мы придем к отображению ′Ζ iT Ti iT′=  плоскости Ζ  «в себя». ,Ζ

Необходимо отметить, что введение в рассмотрение отображения ,iT  а следова-
тельно и  соответствующее скачкообразному изменению в конце периода (1) 
фазовой координаты  на величину 

,iT
α 1

11 ,a− ς  эквивалентно выполнению соотноше-
ния (4). Введение в рассмотрение отображения  позволяет перейти от анализа 
одного периода (1) к исследованию нелинейных колебаний привода на произволь-
ном отрезке времени. Как уже отмечалось, рабочий процесс привода можно пред-

ставить как последовательное чередование 

iT

1

Ц
i

∞

=

Цi= ∏  периодов (1). В пределах 

первого периода изображающая точка, перемещаясь из положения 1  в S 1,S  порож-
дает на поверхности «без контакта»  точечное отображение  При дальнейшем 
движении привода вновь имеет место период (1). При этом изображающая точка из 
положения 

Ζ 1.T

2 1S S≡  совершенно аналогично перемещается в последующую точ-
ку 2S  плоскости  порождая вновь точечное отображение  и т. д. Следователь-
но, движение привода на неустановившемся режиме в течение произвольного от-
резка времени, представляющее последовательное чередование n  периодов (1), 
в фазовом пространстве можно представить [7] как последовательное произведение 
точечных отображений  

2T

:iT

,Ζ

1

.
n

i
i

T
=

= ∏T  (8) 

Обобщая вышеизложенное, можно сделать вывод, что в процессе движения 
привода фазовые траектории вновь и вновь (через ограниченные промежутки вре-
мени) пересекают плоскость ,Ζ  порождая на ней точечное отображение .T  Из это-
го следует, что плоскость Ζ  является «секущей» [7] плоскостью исследуемой ди-
намической системы (2)–(4). Причем в силу единственности и непрерывной зави-
симости решения (2), (3), (5) от времени и начальных условий отображение ,T  i
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а следовательно и ,T  является также непрерывным [7]. Последнее, в частност , 
означает, что для любой точки ,iS  удовлетворяющей отмеченным выше условиям, 
всегда существует последующа очка 

и

я т iS  отображения ,iT  т. е. существует одно-
значная функция последования [7] 

( )П ,S S=  (9) 

являющаяся  выр жением ото
ражение для отображе-

бражения .T  аналитическим а
Заметим, что на основе (7) нетрудно получить явно в

ния
е ы

 .T  С этой целью достаточно рассмотреть отдельное отображение iT  плоско-

сти в себя, переводящее некоторую точку Ζ  ( ) ( )( )0 , 0iS M∗ α&  плоскости Ζ  в по-

следующую точку ( ) ( )( )1 1,iS t M t∗ α&  той же плос
Установление ф сть 

кости.  
Ζ  есть секущаяакта, что плоско  кость исследуемой ди-

намической
плос

 системы, является основны и принципиальным моментом проведен-
ного анализа. Действительно, в работе [7] показано, что «...структура динамиче-
ской системы взаимнооднозначно определяется структурой порождаемого ею на 
секущей поверхности точечного отображения...». Следовательно, исследование 
нелинейных, разрывных колебаний привода в данном случае эквивалентно [7] ана-
лизу точечного отображения T  плоскости 

м 

Ζ  в себя. 
Сведение задачи исследования динамики привода к анализу точечного отобра-

жения T  позволяет решить ряд прикладных задач: исследовать устойчивость пе-
риодических разрывных колебаний привода, исследовать влияние различных кон-
структивных параметров на устойчивость, проанализировать бифуркации динами-
ческой системы и т. п. 

3. Исследование периодических колебаний. К анализу фазового портрета при-
вода. 

Периодическим колебаниям исследуемой динамической системы в фазовом 
пространстве (рис. 2) соответствует замкнутая фазовая траектория – кривая Г. При 
этом, как известно [7], отображение T  поверхности Ζ  порождает неподвижную 
точку ( ), ,S M S S∗ ∗ ∗α ≡ ≡&  которая в об ем случае опр еляется на основе зависи-

мостей равнению

щ ед

 (7), (9), согласно у ( )ПS S∗ ∗=  (10). 
В рассматриваемом случае решен  задачиие данной   вид: имеет

2c i( )
4

,M a M H E∗ ∗= α + ∑  12

∗α =

10
0i

α +
=

0 9 2 .i ih E E+ + ω∑&

екция

 (11) 

Следует отметить, что про фазовой т Г  ~ раектории Г на плоскость Ζ  
в данном кр венного случае также будет замкнутой ивой [7]. Для качест  воспроиз
дения кривой Г,%  в дополнение к тем свойствам фазовой траектории Г, которые 
рассмотрены выше, необходимо добавить следующее, очевидное.  

В граничных точках периода (1) действия одного рабочего тела преобразующе-
го механизма НПНД, т. е. в точке ,S

 ве-

∗  происходит смена структуры динамической 
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сис
кт

темы. Следовательно, точка S ∗  является единственной точкой, в которой нару-
шается «гладкость» [7] фазовой тра ории Г и одновременно ее проекции Г.%   
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Рис. 2. Фазовый портрет  цикла установившегося движения привода

Дейс каж-
дой внутренней его точке прои одные 

одного

зв

 

 в твительно, в силу дифференцируемости решения (7) на отрезке (1)
M&  и α&&  

ча

непрерывны. Однако на анице 
отр

 гр
езка (1), т. е. в моменты времени, когда изображающая точка находится в поло-

жении S ∗  (рис. 2), как уже отмечалось, пр ые сти уравнений (2), (3), а одновре-
менно и производные 

ав
M&  и ,α&&  имеют разрывы первого рода. Разрывность произ-

водных ( ) M t&  и ( )tα&&  обуславливает нарушение гладкости кривой Г,%  определяе-
мой уравнениями (7).  

Таким азо роекция Г%  фазовой траектории Г на плоскост обр м, п ь Ζ  является 
замкнутой, гладкой (за  точкиисключением  S ∗ ) кривой. В точке S ∗  кривая Г%  

 

име-
ет 

от ая
рсального чного станка УД-209. Заметим, что на неуста-

нов

«заострение». 
В качестве примера на рис. 3 показана со ветствующая крив  бесступенчато-

го привода униве наплаво
ившихся режимах работы привода кривая Г%  незамкнута (рис. 1). Необходимо 

отметить, что в силу отмеченных выше особенностей исследуемой динамической 
системы решение задачи Коши (2), (3), (5) единственно. Последнее означает, что 
замкнутая фазовая траектория (рис. 2) является изолированной. Следовательно, 
согласно существующей терминологии [7] в исследуемой динамической системе 
устанавливаются периодические колебания типа «предельный цикл». 
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Рис. 3. Проекция фазовой траектории на плоскость ( )0α = α  

4. Устойчи
Исследуем на устойчивость рассматриваемые периодические разрывные коле-

бан ойчивость неподвижной точ-
ки

вость нелинейных колебаний привода. 

ия привода. С этой целью проанализируем уст
 S ∗  отображения T  плоскости Ζ  в себя, которая определяется [7] в зависимости 

от вида корней характеристического уравнения 

( )det C S ∗⎡ ⎤ 0,E− λ =⎣ ⎦  (12) 

где  – единичная матрица E ; ( )C S ∗  – матрица устойчивости, вычисленная в не-

подвижной точке ( ), ;C M∗ ∗ ∗α&  

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1

0 0
.

0 0

t t
M

C S
M t M t

M

∂α ∂α⎡ ⎤
⎢ ⎥∂α ∂⎢ ⎥= ⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥

∂α ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

& &

&

&

 

Если все корни 1,2λ  уравнения (12) находятся внутри единичного круга, т. е. 

1,2λ  < 1, (13) 

то неподвижная точка  устойчива [7]. 
Заметим, что в рассматриваемом случае элементы матрицы определяются 

 (
сать 

 ∗S
 ( )C S  

на основе соотношений 7), (11). 
После некоторых преобразований уравнение (12) можно запи в следующем 

виде: 

( ) ( ) ( )2
1 1 2 1 1 12 exp cos exp 2 0.r t r t r tλ − λ + =  (14) 
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Для проверки справедливости соотношения (13) восполь
ра [9], согласно которому должны выполняться следующие соотношения между 
коэ

зуемся критерием Шу-

ффициентами уравнения (14): 

( )( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 1
1 1

1 1

2exp cos
exp 2 1

r t r t
r t

⎛ ⎞
p 1 .

1 exp 2r t
∧ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

p  (15) 

Покажем, что при соблюдении условия  

1 0 :k∀ ≠  ( ) ( )1 00  0,∗
111H a N∗

α ϕα − ϕ ≠ ⇔ μ ≠  (16) 

т. е. при соотношения (15) выполняются всегда. Действ
чае, как показано в [8], 

 0 0,μ ≠  ительно, в этом слу-

( )( )61
11 0

2 1 .t aП
a kh

∗
ϕ

π
= + α  

Следовательно Тогда в истинности первог  из высказываний (15) убе-
диться нетрудно, если принять во внимание очевидное: 

p

Истинность второго становится очевидной из следующих рассуждений: 

 1 0.t f  о

( ) ( )( )1

1 1 д 1 10 2 0   2 0  t r T rt
−

∧ = − ⇒ ⇒f p p ( )1 1exp 2 1.r t  

1 1,r t∀ ∈ R : ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1exp 1 0  exp 2 1 2exp  r t r t r t− ⇒ + ⇒f f  
2

( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 1 1 2 1

1 1 1

2exp 2exp cos
1  1.

1 exp 2 1 exp 2 q

r t r t r t
r t r t

⇒
+ +

p p  

При этом используется общеизвестное:  R : ( )2 1cos 1.r t ≤  2 1,r t∀ ∈

Таким образом, при условии 

 (17) 

соотношение (13) выполняется всегда, т. е. непо
устойчива в смысле Ляпунова. Но устойчив

ы

ктуру разбиения фазового 
про

0 0μ ≠

движная точка (11) отображения T  
ости неподвижной точки (13), как из-

вестно [7], соответствует орбитно устойчивое движение динамической систем , 
в данном случае – бесступенчатого привода. 

5. Бифуркации исследуемой динамической системы. 
Характер движения бесступенчатого привода определяется рядом параметров, 

наиболее существенным из которых, определяющим стру
странства, является относительный эксцентриситет 0μ  промежуточного вала 

нефрикционной передачи непрерывного действия. 
Действительно, как показано в [7], если не рассматрив ь аварийный режим ра-

боты приводного двигателя – режим «опрокидыван
∗

ат
ия», т. е. если считать, что усло-

вие выполняется [7], то можно сделать вывод, что форма  ( )max 121,3 cM a M Hα= α  
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реш

ношение (17). 

ения задачи (2), (3), (5), а следовательно качественный характер движения при-
вода, определяется единственным критерием: выполняется или не выполняется 
соот

При выполнении соотношения (17) решение – оговоренный выше вид. Иссле-
дуемая динамическая система, характеризующаяся в данном случае переменностью 
структуры, совершает сложные разрывные колебания. Фазовый портрет одного 
цикла движения при различных режимах показан на рис. 1; 2, причем установив-
шийся режим движения, как показано выше, орбитно устойчив. Если соотношение 
(17) не выполняется, т. е. в случае, когда 

0 0,μ =  (18) 

решение отмеченной задачи имеет качественно иной вид и может быть записано 
в форме [7] 

( ) ( ) ( )7 7 11 12 7 11 121 ,  ,c ct a a a M t M t a a∗α = α + ϕ − ν =& a M  

( ) ( )7 11 7 7 11 12 7 11 11 ,ct a a a a a M t a a c∗β = ϕ − ν + α +&  (19) 

( ) ( )7 11 7 7 11 12 7 11 21 .ct a a a a a M t a a c∗γ = ϕ − ν + α +&  

Структура динамической системы не меняется. В этом 
«с вращающимся эксцентриком» [1], для которых

случае в передачах 
 7 0,a ≡  

стого хо
ведомый вал неподвижен, 

а приводной двигатель работает в режиме холо да Фазовая 
тра

: 70,  M α = ϕ& & . =
ектория вырождается в прямую, параллельную оси ,αO  которая проектируется 

на плоскость Ζ  в точку A  (рис. 4). 
 

 
Рис. 4. К анализу бифуркаций привода 

В схемах «с невращающимся эксцентриком» 7 1a ≡  

 (1

и, согласно (19), ведущий, 
ведомый и промежуточный аются как одно целое. 
Имеет место режим пря ектория проектируется 
в точку
да е.  

 валы НПНД равномерно вращ
мой передачи, при этом фазовая тра

 .B  Следовательно, в рассматриваемом случае 8) основные звенья приво-
совершают равномерное вращательное движени
Таким образом, если при условии (17), т. е. на множестве μ ∈ ]0; 0,1154[, топо-

логическая структура [7] исследуемой динамической системы неизменна, то в точ-
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ке (18) о а претерпевает качественные изменения. Следовательно, значение пара-
метра 0μ =  является бифуркационным [7]. 
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Нетрудно показать, пользуясь непосредственно определени 10], что решение 
(19) является устойчивым по Ляпунову. 
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ИССЛЕДОВ

оведенных исследований определены показатели биолог
едложено выражение для урожайности с учетом загрязнения почв

Антропогенные изменения почвенного покрова происходят в трех осно
авлениях: эволюция исходных почв; образование новых почв; прекращение

почвообразовательных процессов.  
нтропогенная эволюция первичных почв связана с изменением условиА

бразования вследствие искусственной смены фитоценозов, которая, в свою оче-
редь, обусловлена технологическими мероприятиями, в т. ч. строительством дорог 
и их инфраструктуры, изменяющими физико-механические и химические свойства 
почвенного покрова.  

В ходе проведенных исследований определены показатели биологической ак-
тивности почв. Особо значительно снижение урожайности почв при их загрязнении 
токсичными химическими агентами. При 20 % загрязнения урожайность почв не 
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