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Решение задачи оптимального синтеза по час-
тотным спектрам динамических систем (ДС), на-
пример таких, как механизмов транспортирования 
ленты (МТЛ) – стримеров, с учетом распределенно-
сти параметров носителя, отличается значительным 
возрастанием числа вершин топологической моде-
ли. Это приводит к росту степеней характеристиче-
ского полинома (ХП), а также степеней многочле-
нов, вхожих в передаточную функцию системы 
(ПФС). 

При таких условиях особое внимание требуется 
уделить быстродействию алгоритмов, что приведет к 
снижению затрат времени. 

Предлагается алгоритм синтеза консервативных 
моделей динамических систем. Алгоритм основан на 
использовании теоремы Декарта [1]. Применение 
теоремы Декарта для консервативных моделей до-
пустимо, поскольку в этом случае корни частотного 
уравнения являются действительными числами. 

Для определения числа корней частотного урав-
нения 
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Очевидно, что корням 2
j    соответствуют 

корни полинома  1D Z  z > 0. Таким образом, опре-

делив по теореме Декарта число смен знаков коэф-
фициентов многочлена  1D Z , получим число 

j
k  

его положительных корней, т. е. число корней поли-

нома  D  , для которых 2
j   . 

Аналогично с помощью преобразования сдвига 
2
jz    получим многочлен 

   2 1
2 0 1 1...n n

j n nD z D z c z c z c z c
        (3) 

и определим число 
j

k  положительных корней по-

линома  2D z  по числу перемен знаков в последо-

вательности коэффициентов сi, i=0,1,2,…,n. 

Искомое число корней mj в интервале  2 2,j j   

находим по разности 

j jjm k k   .                         (4) 

Преобразование сдвига и вычисление коэффици-
ентов многочленов  1D Z  и  2D z  эффективно 

осуществляется при помощи обобщенной схемы 
Горнера. Реализация вычислений коэффициентов 
сводится к организации рекуррентных соотношений 
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Очевидно, что все необходимые преобразования 
легко реализуются на ЭВМ. При вычислениях коэф-

фициентов по формулам (5) в случае 2 1j   может 

возникнуть переполнение разрядной сетки, поэтому 

для 2 1j   предлагается использовать другое линей-

ное преобразование. Возьмем 2 1jz      или 

  21 jz    . 

Рассмотрим многочлен 
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Очевидно, что корням этого полинома z > 0 соот-

ветствуют корни исходного полинома 2
j   . 

Соответственно, применив к многочлену (6) тео-
рему Декарта, можно определить число корней 

j
k . 

При этом коэффициенты bi вычисляются по рекур-
рентным формулам  

0, 2

j
j j

a
A 


, 0,1,...,j n ; ,0 0iA a , 1, 2,...,i n ; 

, , 1 1, , 1, 2,..., 1, 0,1,2,..., ;i j i j i jA A A i n j n i       (7) 

, , 0,1,...,i n i ib A i n  . 

Опираясь на проведенные рассуждения, можно 
предложить следующий алгоритм вычисления числа 
mj собственных значений , попадающих в интерва-

лы резонансно-опасных зон (РОЗ)  2 2,j j  , 

1, 2,...,j M , в предположении, что коэффициенты 

исходного полинома a0, a1,…,an вычислены в точке 
пространства параметров U(U1, U2,…, UR). 

Алгоритм 
Шаг 1. Установка начальных условий m=0, j=M. 

Шаг 2. Значение нижней границы интервала 2
j  

сравнивается c 1: если 2 1j  , переход к шагу 3, если 

2 1j  , переход к шагу 4. 

Шаг 3. Производится преобразование сдвига 
2
jz     и вычисляются коэффициенты b0, b1,…,bn 

полинома  1D Z  по рекуррентным формулам (5). 

Переход к шагу 5. 
Шаг 4. Производится преобразование 

  21 jz     и вычисляются коэффициенты 0b , 

0b ,…, nb  полинома  1D z  по формулам (7). 

Шаг 5. Определяется число 
j

k  смен знаков в ко-

эффициентах полинома  1D Z  или  1D z . 

Шаг 6. Значение верхней границы интервала 2
j  

сравнивается с 1: если 2
j  < 1, то переход к шагу 7, 

если 2
j  1 переход к шагу 8. 

Шаг 7. Производится преобразование 2
jz    и 

вычисляются коэффициенты полинома  2D z  по 

формулам (5), переход к шагу 9. 
Шаг 8. Производится преобразование 

  21 jz     и вычисляются коэффициенты полино-

ма  2D z  по формулам (7). 

Шаг 9. Определяется число 
j

k  смен знаков в по-

следовательности коэффициентов полиномов  2D z  

или  2D z . 

Шаг 10. Вычисляется число mj собственных зна-

чений j в интервале  2 2,j j   по формуле (4). 

Шаг 11. Полученная величина суммируется с 
предыдущим значением m. 

Шаг 12. Уменьшается на 1 номер j интервала. 
Шаг 14. Сравнивается индекс j с нулем: если j > 0, 

то переход к шагу 2, иначе вычисления заканчиваются. 
Оценим эффективность предложенного алгорит-

ма. В качестве оценки быстродействия используем 
количество операций умножения (деления) как наи-
более трудоемкой вычислительной операции. Для 
данного алгоритма количество операций умножения, 
необходимых для вычисления числа корней m, оце-
нивается величиной 2Mn, где M – число интервалов 
РОЗ, а n – степени частного уравнения. 

В табл. 1 приведены сравнительные оценки эф-
фективности алгоритмов вычисления числа корней 
частного уравнения для консервативных систем. 

Анализ показывает, что предложенный алгоритм 
является наиболее эффективным по быстродействию 
и рекомендуется для использования при синтезе по 
частотному спектру систем с большим числом N. 

Эффективным по быстродействию является так-
же алгоритм с использованием логарифмической 
амплитудно-частотной характеристики (ЛАЧХ) [2]. 

Указанные алгоритмы предназначены для реше-
ния задач синтеза в детерминированной постановке. 
Однако в реальных условиях любые механические 
системы подвергаются множеству случайных воз-
действий. Потому задачу синтеза следует решать с 
учетом статистического разброса параметров. 

Предположим, что закон распределения векторов 
параметров нормальный, т. е. известен вектор номи-
нальных значений параметров 

 0 10 20 0, ,... ,RU U U U  

вектор дисперсий  2 2 2 2
1 2, ,..., .R      

В общем случае параметры могут быть зависи-
мыми, тогда считаем, что задана и матрица ковариа-
ций параметров 

   cov cov , .q kU u u
                  

(8) 

Предлагается критерий синтеза по частотным 
спектрам динамической системы со случайно-
распределенными параметрами на основе ЛАЧХ. 

Пусть 

   20lg .L D                       (9) 

Определим чувствительность ЛАЧХ к малому 
изменению параметров. 

При фиксированной частоте  логарифмическую 
амплитудно-частотную характеристику L(U,) мож-
но рассматривать как функцию лишь вектора пара-
метров U. 

Обозначим через L0 значение JIAЧX, которое она 
принимает в том случае, когда вектор U оказывается 
равным своему номинальному значению U = u0. 
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Представим значение L(u) при помощи разложе-
ния в ряд Тейлора в окрестности точки u0: 

1 2
1 2

... .R
R

L L L
L u u u

u u u

  
       

  
        

(10) 

Введя чувствительности 

0r r

r
r u u

L

u


 
    

,                     (11) 

можно записать уравнение (10) в виде 

         0
0 0 ,

TT
r r r r r rL L u u u u      

   
(12) 

где  T
r  – вектор-строка чувствительности ЛАЧХ к 

изменению параметров;  0r ru u  – вектор-столбец 

изменений параметров.  
Составим произведение 

        
20

0 0 .
TT

r r r r r rL L u u u u     
    

(13) 

Применив к (13) операцию взятия математиче-
ского ожидания, получим  

    2 cov ,
T

L r r   
                   

(14) 

где 2
L  – дисперсия значений ЛАЧХ, cov – ковариа-

ционная матрица варьируемых параметров систем. 
Элемент матрицы  

cov
r lrl rl u u    ,                      (15)  

где 1rl  , если r = l. 

Таким образом, при учете случайного разброса 
параметров системы значения ЛАЧХ представляют 
собой случайную величину, которая, согласно (10), 
является композицией нормально распределенных 
случайных величин, т. е. сама имеет нормальное рас-
пределение с математическим ожиданием L0 и дис-

персией 2
L , определяемой формулой (14). 

Критерием отстройки с использованием ЛАЧХ в 
детерминированном случае [2] является условие  

   z j z jL L      , 1, 2,...,j M ,       (16) 

где L = lg,  – достаточно малое положительное 
число. 

Для обеспечения отстройки спектра собственных 
частот и спектра вынужденных частот требуется, 
чтобы ни одно собственное значение не вошло в ре-

зонансно-опасные зоны 2 2[ , ]j j   при случайных из-

менениях параметров системы. 
Поскольку собственные числа i являются непре-

рывными функциями параметров, то заход значения 

i в интервал 2 2[ , ]j j   возможен только в том случае, 

если оно расположено достаточно близко к одной из 
границ РОЗ. 

При этом случайные изменения параметров вы-
зывают резкое изменение значении ЛАЧХ вблизи 
соответствующей границы, что свидетельствует о 
большой величине чувствительности ЛАЧХ к изме-
нению параметров в точках  = j ( = j), а следова-

тельно, и дисперсии  2
L j     2

L j   при близости 

 к границе  2 2
j j   и, наоборот, о малой величине 

 2
L j   (  2

L j  ) в противном случае. 

Исходя из этих рассуждений, в качестве критерия 
синтеза по частотному спектру с учетом случайного 
разброса параметров можно принять следующие:  

   z j z jL L      , 

 2 2
L j    , 

 2 2
L j    , 1, 2,..., ,j M               (17) 

где 2 – некоторое малое положительное число. 
Можно решить поставленную задачу другим спо-

собом, исследуя влияние случайного разброса пара-
метров на поведение собственных значений ХП. Вы-

разим дисперсию собственного значения 2
i i   . 

Аналогично (14) можно показать, что дисперсия  

 2 cov ,
i

T
i i

r ru u
    

     
    

               

(18) 

где чувствительности собственных значений 

i ru   выражаются формулой  

( 1)0 1

( 1) ( 2)
0 1 1

...

( ) ( 1) ( ) ... ( )

n n n

i r r r
n n

r n

a aa

u u u

u na u n a u a u



 


 
   

   
 

      
. (19) 

В случае близости собственного значения i к 
границе интервала возбуждения i при малых слу-
чайных отклонениях параметров примем дисперсию 

собственного значения  2 2 2
i j    . Раздвинем 

границы интервалов РОЗ и рассмотрим интервал 

   2 2 2 2 2 23 , 3 .j j j j
           Решив задачу синтеза 

с использованием критерия (16) или любого другого 
алгоритма синтеза [3, 4] (см. табл. 1), можно с веро-
ятностью p  0,998 утверждать, что собственные зна-
чения i при случайном разбросе параметров не по-

падут в интервалы 2 2[ , ]j j  . Для совокупности ин-

тервалов вероятность попадания собственных 

значений в интервалы 2 2[ , ]j j  , j=1,2,…,M при усло-

вии выполнения предположенного критерия оцени-
вается величиной p  0,998M. 
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Таблица 1. Оценки быстродействия алгоритмов синтеза 
по частотному спектру 

 
Алгоритм 

Число  
операций  
умножения 

 1. Вычисление собственных значе-
ний методом Гивенса – Хаусхолдера  22n n h

2. Определение числа квадратов 
собственных частот в РОЗ с помо-
щью критерия Рауса Mn2 

3. Вычисление критерия отстройки 
спектра собственных частот с ис-
пользованием ЛАЧХ 2M(2n–1) 

4. Определение числа корней час-
тотного уравнения по таблице Бюда-
на – Фурье Mn(n–1) К

он
се
рв
ат
ив
ны

е 
си
ст
ем
ы

 

5. Вычисление корней на основе 
теоремы Декарта 2Mn 

1. Вычисление (u) путем примене-
ния критерия Рауса к квадрирован-
ному полиному 4Mn2 

2. Вычисление (u) на основе тео-
ремы о вычетах 2Mmn 

Д
ис
си
па
ти
вн
ы
е 

   
   

   
   

  
си
ст
ем
ы

 

3. Вычисление (u) на основе ис-
пользования годографа MHN 

 
До этого рассматривались критерии и алгоритмы 

синтеза консервативных систем, при моделировании 
которых можно пренебречь диссипативными свойст-
вами в системе, однако во многих случаях необхо-
димо учитывать диссипативные свойства модели. 
В табл. 1 приведены оценки эффективности различ-
ных алгоритмов синтеза по частотному спектру для 
диссипативных систем. Наиболее оптимальным                  
с точки зрения быстродействия является алгоритм           
с использованием свойств годографа [5]. Для определе-
ния числа корней полинома D(p) в данном случае ис-
пользуется принцип приращения аргумента [5]: 

 1
arg

2 jj cm D p 


,                  (20) 

где cj – замкнутый контур, образованный на ком-
плексной плоскости (, ) прямыми  = j,  = j и 
дугами окружности радиуса R = :  

01 A a   , max i
i

A a .               (21) 

Согласно выражению (20), при движении по это-
му контуру против часовой стрелки значения XП 
D(p) = V + jW на плоскости (V, W) описывают также 
замкнутый контур, причем при наличии mj корней 
внутри контура точка, движущая по годографу обой-
дет центр координат mj раз. Для определения коли-
чества полных обходов годографа вокруг центра ко-
ординат автоматически строится и анализируется 
последовательность прохождения квадратов при 
движении точки р =  + j вдоль контура. Признаком 
прохождения квадрантов выбрана смена знаков дей-
ствительной V и мнимой W частей полинома D(р). 

Рассмотрим характер поведения годографа с уче-
том случайного разброса вектора параметров U. 

Дисперсию случайного разброса значений ХП 
D(p) можно выразить с помощью формулы  

    2 *
ХП cov

T
r r    ,                 (22) 

где {r}
T – вeктoр-строка с комплексными элемента-

ми. В формуле (22), в отличие от (14), r – комплекс-
ные функции чувствительности, определяемые вы-
ражением  

  10 1 ...n n n
r

r r r r

D p a aa
p p

u u u u
  

     
   

,     (23) 

а * – комплексно-сопряженные величины. 
При движении р по контуру cj в каждой точке р 

дисперсия  2
ХП p  принимает различные значения. 

При близком расположении корней ХП рi к границе 
рассматриваемого контура увеличивается разброс 
значений ХП, а следовательно, и вероятность попа-
дания собственного значения внутрь контура. На 
плоскости V, W это соответствует увеличению веро-
ятности попадания начала координата в область раз-
броса ХП. Примем величину области разброса зна-
чений годографа D(p) в точке р равной  ХП3 p . 

Если указанная область захватывает центр коорди-
нат, то вероятность захода собственного значения 
внутрь контура p > 0,998. Исходя из изложенных 
рассуждений, предложен следующий критерий син-
теза по частотному спектру для диссипативных сис-
тем с учетом случайного распределения параметров:  

 
   2

ХП

0 , 1, 2,..., ;

3, ,

j
j

j

m j M

p D p p c

  

  

            (24) 

где mj – число обходов годографа вокруг центра ко-
ординат для контура. 

Для вычисления дисперсий случайного измене-

ния величины ХП  2
ХП p  в каждой точке про-

странства параметров U необходимо определить зна-
чения чувствительностей коэффициентов ai(U),                  
i = 0,1,…,n к изменениям параметров. Удобно полу-
чать формализованные выражения чувствительно-
стей i ra u   в виде многомерных полиномиальных 

функций варьируемых параметров. Поскольку коэф-
фициенты ai представлены в ЭВМ в формализован-
ном виде как суммы слагаемых  

1 2
1 2

1

... ,R

J
s s s

i j R
j

a q u u u


                     (25) 

где qj – числовой вес слагаемого, sr – степень вхож-
дения параметров ur в слагаемое, то и чувствитель-
ности i ra u   можно аналогичным образом выра-

зить в виде суммы слагаемых  
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               (26) 

каждое слагаемое представляется в ЭВМ множест-
вом  

 1 2 1 2, , ,..., , , ,..., .j R Rw u u u     

В формуле (26) величины wj и l определяются 
следующим образом: 

, если 0;

0, если 0;

j r r
j

r

q s s
w

s

 


 
1

, если ;

, если .
l

l
r

s l r

s l r


   

  

(27) 
Имея формализованное представление чувстви-

тельностей коэффициентов ai, легко вычислить их 
значения в конкретной точке пространства U. 

Значения чувствительностей ,i ra u   в свою 

очередь, являются коэффициентами полинома (23), 
вычисление которого эффективно организовать с 
помощью схемы Горнера. 

Используя предложенные рассуждения, разрабо-
тан алгоритм синтеза по частотному спектру дисси-
пативных систем с учетом случайного разброса па-
раметров. Для организации процедуры поиска опти-
мальных параметров используем метод случайного 
ЛП-поиска [6]. 

Алгоритм. 
Шаг 1. Формирование очередного числа ЛП- по-

следовательности qlr, l=1,2,…,L, r = 1,2,…,R, в случае 
окончания последовательности переход к шагу 20 
алгоритма. 

Шаг 2. Вычисление координат вектора варьируе-
мых параметров по формуле  

 * * * ,r r lk r ru u q u u    1,2,...,k K ,        (28) 

где *
ru  и **

ru  – нижняя и верхняя границы диапазона 

изменения параметра ru . 

Шаг 3. Вычисляются коэффициенты ХП ai, i =                
= 0,1,...,n при заданном векторе параметров u = (u1, 
u2,…, uR). 

Шаг 4. Вычисляется матрица чувствительностей 
коэффициентов [ i ra u  ] для заданного вектора 

параметров по формуле (26). 

Шаг 5. Вводится значение интервалов 2 2[ , ]j j  . 

Шаг 6. Определяется верхняя граница  значений 
корней ХП по формуле (21). 

Шаг 7. Задается значение шага h0 и устанавлива-
ется k = 1, k – номер шага по контуру. 

Шаг 8. Вычисляется значение ХП D(р) в точке рk 
контура. 

Шаг 9. Вычисляется значение дисперсии 2
ХП  в 

точке рk по формуле (22). 

Шаг 10. Проверяется условие  ХП / 3kD p  , 

если да, то вектор параметров не удовлетворяет кри-
терию оптимальности, переход к шагу 18. 

Шаг 11. Определяется номер квадранта, в кото-
ром находится точка D(p) = V + jW. 

Шаг 12. Если k = 1, то переход к шагу 14. 
Шаг 13. Определяется изменение номера квад-

ранта ΔN,  
если ΔN = 0, то h = h0, переход к п. I5, 
если ΔN = 1, то h = h0, переход к п. 14, 
если ΔN > 1, то h = h/2, переход к п. 15. 
Шаг 14. Запоминается номер квадранта. 
Шаг 15. Увеличивается на единицу номер точки 

контура k = k + 1. 
Шаг 16. Проверяется конец обхода контура, если 

нет, то переход к шагу 8. 
Шаг 17. Подсчитывается число mj обходов годо-

графом начала координат по последовательности 
номеров квадрантов. 

Шаг 18. Проверяется условие mj = 0, если mj ≠ 0, то 
вектор параметров не удовлетворяет критерию оп-
тимальности, переход к п. 1.  

Шаг 19. Печатаются значения параметров u1, 
u2,…, uR, удовлетворяющие критерию оптимально-
сти. 

Шаг 20. Конец работы алгоритма.  
С использованием алгоритмов топологического 

анализа и синтеза параметров МТЛ разработан пакет 
программ, реализующий методику автоматизирован-
ного синтеза МТЛ по частотным спектрам с учетом 
распределенности и случайного разброса параметров 
элементов МТЛ. Пакет программ включает в себя 
модули получения формализованного описания то-
пологических моделей и формирования ХП и ПФС 
системы в численно-символическом виде. Для орга-
низации процедуры ЛП- поиска в пакет включены 
модули формирования ЛП- чисел и вычисления 
значений параметров для i-й точки ЛП- последова-
тельности в пространстве заданной размерности. 

В пакете реализованы также критерии и алгорит-
мы синтеза по частотным спектрам консервативных 
и диссипативных моделей механических систем с 
учетом и без учета статистического разброса пара-
метров. В качестве признаков в них используются 
коэффициенты ХП и ПФС и границы резонансно-
опасных зон. 

Пакет программ для проектирования МТЛ стри-
меров реализован на языке Pascal. Предложенные 
алгоритмы и пакеты программ могут служить осно-
вой создания САПР механизмов транспортирования 
ленты. 

Разработанный пакет использован для проектиро-
вания параметров МТЛ стримера, кинематическая 
схема которого показана на рис. 1. Исходя из конст-
руктивных ограничений в качестве варьируемых па-
раметров были использованы: приведенные массы 
обводных роликов m2,…, m5, расстояния между ро-
ликами l1, l2, между роликами и приемными катуш-
ками l3, l4, между роликами в зоне магнитной голов-
ки l5, приведенная масса механизма натяжения m7. 
Параметры c'12, c12, h12, c'23, c23, h23, c'34, c34, h34, c'45, 
c45, h45, c'56, c56, h56 динамической модели (см. рис. 2) 
являются функциями указанных расстояний. Массы 
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m1 и m6 приемной и подающей катушек, а также гра-
ницы зон возбуждения j и j рассматривались как 
функции времени t.  

 
3 41 5 2

6 7
к приводу  

Рис. 1. Кинематическая схема МТЛ стримера:  
1, 2 – приемная и подающая катушки; 3 – обводные ролики;  

4 – головка записи-воспроизведения; 4 – лента;  
6, 7 – натяжные пружины 
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Рис. 2. Динамическая модель МТЛ стримера 
 
В табл. 2 представлены границы варьируемых па-

раметров и значения, полученные в результате син-
теза МТЛ, модель которого представляет колеба-
тельную систему с сосредоточенными параметрами. 
В табл. 3 представлены те же параметры, но в моде-
ли МТЛ учтены распределенные свойства носителя. 
В таблицах приняты следующие обозначения:                  
M = m2 = m3 = m4 = m5; L1 = l1 = l2; L2 = l3 = l4. При этом 
должны соблюдаться следующие условия:  

5

0
1

i
i

l l


 ,                              (29) 

отсюда 5 0 1 22 2l l L L   , где l0 – длина тракта. 

 
Таблица 2. Результаты синтеза МТЛ, представленного 
моделью с сосредоточенными параметрами 

№ 
п/п 

Единицы 
измерения 

Наимено-
вание     

параметра 
Множитель 

Пределы 
измерения 

Величина 
параметра

1 кг M 10–3 10–3… 10–1 3,45 
2 м L1 10–3 10…50 32 
3 м L2 10–3 5…60 40 
4 м l5 10–3 30…150 36 
5 кг m7 10–3 0,2…50 0,76 

Таблица 3. Результаты синтеза МТЛ, представленного 
моделью с распределенными параметрами 

№ 
п/п 

Единицы
измере-
ния 

Наименова-
ние 

параметра 

Множи-
тель 

Пределы 
измерения 

Величина
парамет-

ра 
1 кг M 10–3 10–3…10–1 1,75 
2 м L1 10–3 10…50 15 
3 м L2 10–3 5…60 60 
4 м l5 10–3 30…150 30 
5 кг m7 10–3 0,2…50 0,76 

 
При учете распределенности параметров вычис-

ления масс и жесткостей КЭ производились по фор-
мулам [7]: 

  0

1/ 3 1/ 6
,

1/ 6 1/ 3
M m a

 
  

 
 

  1 1
,

1 1

ES
C

a

 
   

                      (30) 

где E – модуль упругости материала ленты; S – пло-
щадь поперечного сечения ленты; m0 – погонная 
масса ленты; a – длина КЭ. 

 
Выводы 
1. Разработаны критерии и алгоритмы синтеза по 

частотным спектрам для консервативных и диссипа-
тивных систем, обеспечивающие синтез систем с 
большим числом степеней свободы, а также крите-
рии, позволяющие учитывать случайный разброс 
параметров при условии их нормального распреде-
ления и известной корреляции. 

2. Разработанный пакет программ был использо-
ван для проектирования и выбора вариантов МТЛ 
стримеров. 
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НЕИЗОТЕРМИЧЕСКИЙ РЕЖИМ ПРОМЫВКИ  

СТВОЛА СКВАЖИНЫ ПРИ БУРЕНИИ 
 

Рассмотрено неизотермическое осесимметричное течение бурового раствора в круглой трубе и кольцевом пространстве при тур-
булентном режиме с использованием вариационного подхода решения задачи. Получена зависимость перепада давления от реологиче-
ских свойств буровых растворов при распределении температуры по глубине нефтескважины при промывке. 

 
Ключевые слова: скважина, буровой раствор, промывка, течение жидкости 
 
 

Промывка скважины от разрушенной породы 
осуществляется подачей бурового раствора в коль-
цевой зазор через колонну бурильных труб. Если 
применяется турбинный способ бурения, то энергия 
движения бурового раствора используется для вра-
щения долота турбобуром. Буровые растворы отно-
сятся к классу вязкопластических жидкостей. В та-
ких жидкостях, наряду с вязкостью, проявляются 
пластические свойства, заключающиеся в наличии 
предельного напряжения сдвига, после достижения 
которого возникает текучесть среды [1]. Реологиче-
ское уравнение такой жидкости имеет вид: 

0
0

0

, ;

0, ,

wdw

dr

            
   

 ,             (1) 

где τ  – напряжение трения в любой точке; 0τ  – пре-

дельное напряжение; ε  – скорость сдвига; μ  – ко-

эффициент динамической структурной вязкости; w,           
r – скорость и радиус сечения трубы.  

Установившееся течение на продолжительных 
отрезках бурильных труб и кольцевого пространства 
с постоянной площадью проходного сечения удовле-
творяет безынерционному приближению Стокса [2]: 

0;

0,

  

  

σ f

V
                            (2) 

где σ  – тензор напряжений. 

Разобьем скважину на несколько отрезков с по-
стоянными величинами площади проходного сече-

ния. Длину каждого отрезка обозначим , 1,ix i m  . 

Для решения задачи (2) используем вариационный 
подход [3]. Вместо уравнений (2) для расчета тече-
ния в трубе с произвольным сечением решается сле-
дующая оптимизационная задача: 

2

0

1
min

2
is i

du du
p u ds

dr dr

         
   

 ;       (3) 

is

uds G ,                              (4) 

где is  – область интегрирования (проходное сече-

ние); G – объемный расход жидкости; u – продольная 
скорость; p – давление. 

Для сведения вариационной задачи (3, 4) к задаче 
нелинейного программирования в области s вводятся 

разностная сетка  , 0,jr j n  и сеточная функция 

 , 0,ju j n . Производная скорости аппроксимиру-

ется конечноразностной формулой 1

1

j j

j j

u udu

dr r r








, 

интегрирование (3), (4) проводится методом Симп-
сона. Далее решается задача оптимизации с неиз-
вестными переменными ju  численным методом [4]. 

В уравнение (3) входят параметры бурового рас-
твора: μ  – коэффициент динамической вязкости и 
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