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РАСЧЕТ ВНУТРЕННИХ ТЕЧЕНИЙ  
В ШИРОКОМ ДИАПАЗОНЕ ЧИСЕЛ МАХА 

 
Рассмотрены численные методы решения уравнений газодинамики в широком диапазоне чисел Ма-

ха. На основе решения квазиодномерной задачи проведен сравнительный анализ двух групп методов: 
предобусловливания численной схемы и метод коррекции поля давления. Получены результаты расчета 
осесимметричных течений в областях сложной формы с использованием метода предобусловливания. 
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Течение продуктов сгорания в проточном тракте ракетного двигателя на твер-
дом топливе (РДТТ) происходит в широком диапазоне чисел Маха. Так, в канале 
заряда течение является несжимаемым, во входной части сопла появляется эффект 
сжимаемости, а за критическим сечением течение является сверхзвуковым.  

Для сжимаемых течений обычно применяются маршевые по времени методы. 
Использование таких методов для расчета несжимаемых течений затрудняется же-
сткостью системы уравнений газодинамики при малых числах Маха. Адиабатиче-

ская скорость звука ,
ρ

p
c


 


 требуемый шаг по времени 0,
x

t CFL
u c


  


 

что ведет к снижению скорости сходимости. 
Для преодоления жесткости системы при низких числах Маха существует два 

принципиально разных подхода. Первый основан на введении в вычислительный 
алгоритм матрицы предобусловливания, устраняющей жесткость системы [1, 2], 
при этом ее собственные числа становятся величинами одного порядка для всего 
диапазона чисел Маха. 

Второй подход основан на коррекции поля давления [3, 4]. На этапе предиктора 
акустические волны рассчитываются с погрешностью, на этапе корректора они по-
правляются. В данном подходе на этапе коррекции решается эллиптическое урав-
нение для поправок к давлению. Для применения данного класса методов в дву- 
и трехмерном случаях необходимо использовать эффективные методы решения 
систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), такие как многосеточные 
методы [5, 6]. 

Рассмотрим применение данных двух подходов для расчета квазиодномерного 
течения в сопле Лаваля. Система уравнений имеет вид 

,
Q F

S
t x

 
 

 
                                                       (1) 

 ρ, ρ , ρ ,
T

Q u E                                                  (2) 

 2ρ , ρ , ρ ,
T

F u u p uH                                            (3) 

 2 ln
ρ , ρ , ρ .

T d A
S u u uH

dx
                                         (4) 

Сечение канала задается следующей функцией: 

 2
1 1,5A k x   ,                                                  (5) 

где k – параметр, позволяющий изменять геометрию сопла. 
Для решения уравнений (1) с применением алгоритма предобусловливания ис-

пользуется метод конечных объемов с расщеплением вектора потока [7]. 
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где 
F

J
Q





 – якобиан системы (1). 

Предобусловливание вводится в схему следующим образом: 

   1
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Матрица предобусловливания для одномерной задачи имеет вид [2] 
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где M – число Маха;   – параметр, отсекающий низкие числа Маха, в данной рабо-
те 0,5. 

В методе коррекции давления [4] используются уравнения вида 

2 ln
γ ρ ρC

p T m d A
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где MС – характерное число Маха, в данной работе 1; ρ .m u  

Уравнение состояния принимает вид для безразмерных переменных (скорость 
отнесена к скорости звука торможения, давление, плотность и температура – к со-
ответствующим параметрам в точке торможения):  

21 γ
ρ .CM p

T


                                                   (14) 

Конечно-объемная схема на разнесенной сетке имеет вид 
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Определяется поправка к m: 
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Подстановка (17) в дискретный аналог (11) дает уравнение для поправки к дав-
лению δ :p  
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где 

0, 1 2

1 2, 1 2 3 2

1, 3 2

M
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 – функция переключения [4]. 

Для сравнения обоих подходов проведены расчеты при различных значениях k 
от 2,2 до 200. Результаты расчетов представлены в таблице. 

 
Результаты сравнительных расчетов 

Количество итераций до установления 
(число Куранта) k RC/RIn 

Число Маха 
на входе 

предобуславливание коррекция давления 

2,2 0,41 0,1 3 175 (0,95) 2 252 (0,95) 
5 0,29 0,047 5 322 (0,95) 3 776 (0,95) 
10 0,21 0,024 8 883 (0,95) 4 151 (0,95) 
50 0,09 0,005 57 283 (0,95) 12 283 (0,95) 

200 0,047 0,001 673 204 (0,95) 66 744 (0,6) 
 

где RC – радиус критики; RIn – радиус входа. 
Проведенное сравнение показало пригодность обоих методов для решения за-

дач в широком диапазоне чисел Маха. Так как метод предобусловливания основан 
на более широком классе методов для сжимаемых течений и не требует решения 
уравнений эллиптического типа, далее рассматривается первый метод для осесим-
метричных задач. 

Уравнения невязкого течения в осесимметричной постановке следующие: 

,
Q F G

S
t x x
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                                              (19) 
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F u u p uv uH                                   (21) 
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 2ρ , ρ , ρ , ρ ,
T

G v uv v p vH                                   (22) 

 21
ρ , ρ , ρ , ρ .

T
S v uv v vH

y
                                   (23) 

Решение производится на структурированной криволинейной сетке методом 
конечных объемов. Схема дискретизации по данному методу показана на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Фрагмент конечно-объемной сетки 
 

Расчетная схема имеет вид [7] 
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 – якобиан системы (19); 0 jS  – площадь грани; V  – объем 

ячейки сетки. 
Предобусловливание вводится в схему аналогично одномерной задаче, матрица 

имеет вид [2] 
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.               (26) 

Тестирование вычислительного алгоритма проводилось на основе эксперимен-
тальных данных, представленных в работе [8]. Отношение радиуса критики к ра-
диусу входа было задано равным 0,1 для получения низких чисел Маха. На рис. 2 
приведен фрагмент расчетной сетка в области сопла. На рис. 3 приведено сравне-
ние изолиний числа Маха в сопле. Сплошными линиями с маркерами отмечены 
экспериментальные данные, на них наложены результаты расчета. 
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Рис. 2. Фрагмент сетки                                         Рис. 3. Результаты расчета  
и эксперимента 

 
Экспериментальный коэффициент расхода равен 0,985. Расчетный коэффициент 

расхода – [0,97; 0,995]. Минимальное число Маха – 0,005. 
Представляет практический интерес моделирование газодинамики в камере сго-

рания с утопленным соплом, имеющим более сложную геометрию. Сетка построена 
комплексным методом граничных элементов и представлена на рис. 4. Изолинии 
числа Маха показаны на рис. 5. Более детальная картина в области сопла – на рис. 6. 

 

                               
Рис. 4. Расчетная сетка                                                  Рис. 5. Изолинии числа Маха 

Из рис. 5 и 6 видно что минимальное число Маха, полученное в расчете, менее 
0,006. Максимальное – более 2. 

Результаты проведенных расчетов показывают, что применение метода с пред-
обусловливанием дает возможность численного решения уравнений газодинамики 
в сложных областях с изменением скорости течения от глубоко дозвуковых                     
(M ~ 0,001) до сверхзвуковых (M ~ 2). 
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Рис. 6. Изолинии числа Маха в области сопла 
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