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Введение 
В настоящее время сложно назвать область науки 

и техники, где бы для повышения качества продук-
ции и достижения высокой эффективности эксплуа-
тации современных изделий не проводились косвен-
ные измерения спектрально-временных характери-
стик измерительных сигналов (частотных спектров, 
временных спектров, корреляционных функций               
и других спектрально-временных характеристик), 
так как они часто являются основным физическим 
носителем информации о состоянии исследуемого 
объекта. При этом во многих областях научных ис-
следований сталкиваются с необходимостью реше-
ния задачи выявления скрытых периодичностей              
[1–31] (задачи обнаружения и измерения параметров 
тональных компонент). Среди таких предметных 
областей можно назвать анализ временных рядов 
и прогнозирование социально-экономических про-
цессов и явлений, виброакустическое диагностиро-
вание, медицинскую диагностику, активную и пас-
сивную гидролокацию, распознавание речи и изо-
бражений, сейсмологию, геофизику.  

Одним из методов эффективного выявления 
скрытых периодичностей в сигналах такого рода 
является измерение на конечных интервалах их 
скользящих спектров Фурье в базисе дискретных 
экспоненциальных функций (ДЭФ) или в базисе па-
раметрических ДЭФ (ДЭФ-П), являющихся обобще-
нием ДЭФ. Суть скользящих измерений заключается 
в измерении дискретного спектра фурье-сигнала, 
взвешенного прямоугольным или иным временным 
окном в N отсчетов, которое перед повторным спек-
тральным измерением смещается на один отсчет.  

В основе скользящих косвенных методов изме-
рений параметров тональных сигналов или гармо-
нических составляющих сложных полигармониче-
ских сигналов лежит, как правило, применение двух 
видов измерительных преобразований взвешенных 
дискретных сигналов на конечных интервалах: дис-
кретного преобразования Фурье (ДПФ) или пара-
метрического дискретного преобразования Фурье 
(ДПФ-П). 

При этом, как показал анализ работ по косвенным 
измерениям спектрально-временных характеристик 
сигналов, некоторые известные (а тем более неиз-
вестные!) процессы и эффекты, проявляющиеся 
в приложениях цифрового спектрального анализа 
и присущие цифровой обработке сигналов как тако-
вой, к сожалению, ускользают от внимания исследо-
вателей, что в результате может приводить (и приво-
дит [32]) к ошибочным выводам. Это объясняется, 
прежде всего, тем, что у исследователей часто пре-
валируют знания в конкретной предметной области, 
а не в области цифровых методов измерений спек-
трально-временных характеристик сигналов.  

Целью настоящей работы является восполнение 
указанного пробела и исследование процессов и эф-
фектов, возникающих при измерении скользящего 
взвешенного энергетического дискретно-временного 
спектра действительных гармонических сигналов на 
конечных интервалах. 

Методы измерения взвешенного дискретно-
временного спектра Фурье действительных               
гармонических сигналов на конечных интервалах 

Известно, что взвешенное дискретно-временное 
преобразование Фурье (ВДВПФ) представляет собой 

z-преобразование сигнала ( )x n ; 0, 1n N  , вычис-

ленное на единичной окружности: 
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Назовем спектр ( )S f , полученный методом 

ВДВПФ, взвешенным дискретно-временным спек-
тром Фурье (ВДВСФ).  

Отметим, что ВДВПФ определяет непрерывный 
спектр Фурье и является теоретическим понятием, 
которое цифровыми методами может быть реализо-
вано лишь приближенно. Но ВДВСФ, как будет по-
казано в дальнейшем, может быть измерен на опре-
деленной сетке частот с помощью выбранного изме-
рительного преобразования. 
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В работах авторов введены дискретные функции 
вида: 

( , , )pdef k n  =   2
exp ( )k n

NW j k n
N

       
, 

, 0, 1n k N  ,                          (1) 

которые получили название параметрических дис-
кретных экспоненциальных функций (ДЭФ-П). 
Базис ДЭФ-П является обобщением базиса ДЭФ и 
тождественен ему при значении параметра 0  . 
ДЭФ-П в отличие от ДЭФ не являются функциями 
двух равноправных переменных k  и n . Следова-
тельно, матрица ДЭФ-П ,NF   асимметрична: 
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Перечислим свойства, которыми обладают ДЭФ-
П, доказательство которых приведено в работах ав-
торов [33, 34].  

1. ДЭФ-П являются периодическими по перемен-
ной k  и параметрическими периодическими по пе-
ременной n  с периодом N: 
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2. Система ДЭФ-П не мультипликативна по пе-
ременной k : 
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и мультипликативна по переменной n : 
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3. Среднее значение ДЭФ-П по переменной k  
равно нулю: 
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а по переменной n  не равно нулю: 

 
1

0

1 exp [ 2 ( )]
, ,

2
1 exp ( ))

N

p
n

j n k
def k n

j k
N





    
 

 
    

 

 . 

4. Система ДЭФ-П ортогональна по обеим пе-
ременным: 
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5. Система ДЭФ-П является полной системой,           
т. к. число линейно независимых функций равно раз-
мерности множества дискретных сигналов. 

Разложение по базисной системе ДЭФ-П является 
параметрическим дискретным преобразованием 
Фурье (ДПФ-П), которое может определяться в 
матричной форме:  
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1
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или в обычной форме: 
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Существует обратное ДПФ-П (ОДПФ-П), кото-
рое определяется в обычной форме: 
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или в матричной форме: 

*
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В рамках аппарата ДПФ-П вводятся понятия 
энергетического спектра ( , )NG k   и спектра мощно-

сти ( , )NP k   [35, 36]: 
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При этом переход от нормированной f к «ис-

тинной» истf осуществляется согласно выражению, 

ист sf f F    , где sF  – частота дискретизации сигна-

ла ( )x n . 

Отметим, что при значении параметра 0   
ДПФ-П переходит в стандартное ДПФ. Эти два из-
мерительных преобразования являются основными 
методами измерения взвешенного дискретно-
временного спектра Фурье действительных гармони-
ческих сигналов на конечных интервалах.  

Следует упомянуть еще один метод измерения 
взвешенного дискретно-временного спектра Фурье. 
Это метод ДПФ исходного сигнала, дополненного ну-
левыми отсчетами. Этот подход имеет существенные 
недостатки: дополнение нулями требует значительно-
го дополнительного объема памяти и значительных 
непроизводительных вычислительных затрат из-за 
необходимости проведения большого числа операций 
с нулевыми отсчетам. Однако нередко этот метод до 
сих пор предлагается к применению. 

Коэффициенты ДПФ-П ( , )NS k   последователь-

ности ( ), 0, 1x n n N   при значении параметра 

0   по определению (3), (4) равны значениям ее           
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z-преобразования в точках  2 k N , 0, ( 1)k N  , 

равномерно расположенных на единичной окружно-
сти в z-плоскости.  

Коэффициенты ДПФ-П ( , )NS k   последователь-

ности ( ), 0, 1x n n N   при значении параметра 

0   по определению (3), (4) равны значениям ее z-

преобразования в точках  2 ( )k N   , 

0, ( 1)k N  , 0 1   , равномерно расположенных 

на единичной окружности в z-плоскости.  
Таким образом, ДПФ и ДПФ-П как измерительные 

преобразования позволяют на определенной сетке 
частот (для ДПФ сетка частот фиксирована, для ДПФ-
П сетка частот изменяется параметром  ) измерять 
взвешенный непрерывный спектр сигнала на конеч-
ном интервале (ВДВСФ), который получен методом 
дискретно-временного преобразования Фурье. 

С точки зрения приложений важно учитывать, что 
измерительное преобразование ДПФ наряду с досто-
инствами имеет и ряд недостатков, связанных с про-
явлением специфических эффектов, сопровождающих 
его практическое применение. Отметим два из них. 

 ДПФ не дает ответа на вопрос: каковы значения z-

преобразования последовательности ( ), 0, 1x n n N   

(значения ДВПФ) между этими точками, порождая так 
называемый эффект частокола. 

 Применению ДПФ сопутствует еще одно явле-
ние, называемое в отечественной научной литерату-
ре эффектом паразитной модуляции спектра, а в за-
рубежной – гребешковым эффектом. Появление дан-
ного эффекта связано с тем, что т. к. амплитудно-
частотная характеристика (АЧХ) каждого бина [37] 

ДПФ имеет вид 
sin

sin( / )

x

N x N
, то в общей АЧХ ДПФ 

появляются провалы, достигающие почти 4 дБ при 
измерении энергетического спектра Фурье дискрет-
ного сигнала на конечных интервалах. 

Измерительное преобразование ДПФ-П позволя-
ет по сравнению с методом ДПФ исходного сигнала, 
дополненного нулевыми отсчетами, при измерении 
ДВСФ: 

– не увеличивать требуемый объем памяти, сокра-
тить непроизводительные вычислительные затраты; 

– свести влияние эффектов частокола и паразит-
ной модуляции фурье-спектра к минимуму; 

– находить значения ДВСФ сигнала на любых 
частотах, варьируя параметром  , что позволяет 
существенно повысить различение гармоник в час-
тотной области. 

В силу того что теория спектрального анализа 
дискретных сигналов на конечных интервалах в лю-
бом дискретном, полном и ортогональном базисе 
определяет сдвиг сигнала как некоторую операцию 
перестановки его отсчетов, то этот сдвиг, в свою 
очередь, определяет и некоторую операцию перио-
дического продолжения исходного сигнала.  

Следовательно, любая базисная система ДЭФ-П 
при определенном   задает продолжение исходного 

сигнала в виде параметрической N-периодической 
последовательности: 

 ( ) ( mod ) N ent n N
Nx n x n N W 

  ,              (7) 

где ent [n/N] – символ взятия целой части.  
В частном случае при 0   мы имеем обычное 

периодическое продолжение исходного дискретного 
сигнала, а при 1 / 2   приходим к понятию N-ан-
типериодической дискретной функции: 

1 1
2 2
( ) ( ).x n N x n    

Измерение скользящего взвешенного                     
энергетического дискретно-временного                 
спектра Фурье действительных гармонических 
сигналов на конечных интервалах 
Рассмотрим вопрос измерения скользящего энер-

гетического дискретно-временного спектра Фурье 
действительных гармонических сигналов на конеч-
ных интервалах для двух видов его продолжения 
в прямоугольном временном окне:  

– естественного («реального») продолжения сиг-
нала; 

– «искусственного» продолжения сигнала, «навя-
занного» выбранным измерительным преобразованием.  

Введем символическое обозначение для измери-
тельных преобразований ДПФ-П и ОДПФ-П пара-
метрической N -периодической последовательности 

( ), 0, 1x n n N   : 

( ) F Px n 
  ( , )NS k  .                   (8) 

Тогда теорему сдвига для ДПФ-П можно записать 
в следующем виде [38, 39]: 

если ( ) F Px n 
  ( , )NS k  , 

то ( ) F Px n m 
   ( )k m

NW   ( , )NS k  .         (9) 

Из данной теоремы непосредственно следует ин-
вариантность скользящего взвешенного энергети-
ческого дискретно-временного спектра Фурье пара-
метрической N -периодической последовательности 

( )x n  (7), измеренного на сетке частот ДПФ-П. По-

лученный вывод не является неожиданным, т. к. «ис-
кусственное» продолжение сигнала «согласовано» 
с используемым измерительным преобразованием. 

ВДВПФ представляет собой непрерывное преоб-
разование Фурье дискретного сигнала, заданного на 
интервале в N  отсчетов, определяет его теоретиче-
ский непрерывный спектр – ВДВСФ и может приме-
няться для описания скользящих измерений энерге-
тических спектров Фурье. Как отмечалось, выпол-
нить ВДВПФ точно невозможно, т. к. интервал 
между соседними частотами в ВДВСФ представляет 
собой бесконечно малую величину, а длительность 
входного дискретного сигнала стремится к беско-
нечности. Другими словами, даже в том случае, ко-
гда входной сигнал задан на конечном N -интервале, 
для определения ВДВСФ нужно доопределить вход-

ной дискретный сигнал ( ); 0, 1x n n N  , на беско-
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нечный интервал нулевыми отсчетами и выполнить 
его непрерывное преобразование Фурье. Естествен-
но, выполнить такую операцию на практике невоз-
можно. Однако, и это следует подчеркнуть, можно 
измерить ВДВСФ с помощью измерительного пре-
образования ДПФ-П с заданным шагом по частоте. 

Алгоритм измерения ВДВСФ дискретного сигна-

ла ( ); 0, 1x n n N   методом ДПФ-П представим в 

виде выполнения следующих операций. 

 Находим ДПФ-П (4) сигнала ( ); 0, 1x n n N  , 

при значении параметра 0  , шаг по частоте кото-

рого равен: 
1

Δ f
N

 . 

 Задаем необходимый шаг по частоте: 

1

1
Δ f

N p



. 

 Выполняем ( 1)p   раз ДПФ-П сигна-

ла ( ); 0, 1x n n N   при значениях параметра 

 :
1 2 ( 1)

, ,...
p

p p p


. 

 Размещаем в массиве   размером N p  полу-

ченные значения ДПФ-П ( , )NS k  ; 0, 1k N   при 

значениях параметра 
m

p
  ; 0, 1m p   в сле-

дующей последовательности: 
 

1/ . . .

(0,0) (0) (0, ( 1) / ) ( 1)0 . . .

(1,0) ( ) (1, ( 1) / ) (2 1)1 . . .

. .. . . .

. .. . . .

. ... . . .

(( 1), 0) (( 1) ) (( 1), ( 1) / ) ( 1)( 1) . . .

N N

N N

N N

pk p

S S p p p

S p S p p p

S N N p S N p p N pN

 
       
     
  
  
  
  
  
             

 

 

 В массиве   размером N p  находятся резуль-

таты измерения ВДВСФ дискретного сигнала 

( ); 0, 1x n n N   с шагом 1

1
Δ f

N p



. 

В результате работы алгоритма получаем не 
только значения ВДВСФ в точках  2 k N , но и 

значения ВДВСФ в точках  2 k M , 0, ( 1)k M  .  

В предельном случае, при шаге по частоте: 

1

1
Δ f

N p



, стремящемся к бесконечно малой вели-

чине, ДПФ-значения массива   могут рассматри-
ваться как ВДВПФ дискретного сигнала ( )x n .  

Для иллюстрации (рис. 1) работы алгоритма был 
выбран тональный сигнал в виде тональной компо-

ненты 
2

( ) cosx n kn
N

   
 

; 16, 4; 0, 1N k n N    . 

А для иллюстрации собственно ВДВПФ параметр p  

был выбран равным восьми, для измерения значений 
ВДВСФ параметр p  выбран равным двум.  

 
Рис. 1. Расположение значений ВДВСФ тонального сигнала на единичной окружности,  

параметр 8; 2p p  ; 16N  ; 4k   
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Инвариантность значений скользящего                
взвешенного энергетического дискретно-
временного спектра Фурье действительных 
гармонических сигналов на конечных               
интервалах 
Рассмотрим вопрос инвариантности значений 

скользящего взвешенного энергетического дискрет-
но-временного спектра Фурье действительных дис-
кретных гармонических сигналов при их естествен-
ном («реальном») продолжении в прямоугольном 
временном окне.  

Пусть задан тональный действительный дискрет-
ный сигнал вида: 

2
( ) cos [ ( ) ]x n k q n

N


  ,                 (10) 

где 1 / 2; 1 / 4, 1 / 3;q   3k  ; 16N  .      

Моделирование измерений значений скользящего 
взвешенного энергетического дискретно-временного 
спектра Фурье проводилось следующим образом.  

При каждом сдвиге прямоугольного временного 
окна по естественному продолжению сигнала с вы-
бранным параметром q  (10) находился скользящий 

энергетический ВДВСФ с шагом Δ f . Число сдви-

гов 1, 63m   прямоугольного временного окна бы-

ло выбрано равным шестидесяти четырем, а шаг по 
частоте Δ f  – одна сто двадцать восьмая.  

Все полученные при определенном значении па-
раметра q  скользящие ВДВСФ , , ,x m ДВПФG   выводи-

лись на один график в логарифмическом масштабе:  

lg
, ,x m ДВПФG

1

1, ,
10

, ,

10 log
max[ ]

x m ДВПФ

x m ДВПФ

G

G

 
   

  
. 

Результаты моделирования представлены на 
рис. 2–4. 
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Рис. 3. Значения скользящего энергетического ВДВСФ-
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«Размытость» кривых на рис. 2–4 характеризует 

изменение скользящего энергетического ВДВСФ 
исходного сигнала от сдвига при «естественном» 
(реальном) продолжении входного сигнала и, следо-
вательно, характеризует на соответствующих часто-
тах неинвариантность скользящего энергетического 
ВДВСФ сдвигу реального сигнала в прямоугольном 
временном окне.  

Заключение 
Преимущества цифровой обработки сигналов 

предопределяют постоянное расширение примене-
ния цифровых спектральных методов в различных 
областях научных исследований. Измерительные 
сигналы в каждой предметной области, как правило, 
обладают своей спецификой, что приводит к посто-
янному росту и числа исследований процессов, и эф-
фектов, сопровождающих их цифровую обработку. 
Результаты исследований, изложенные в данной ра-
боте, позволяют расширить круг исследуемых про-
цессов и эффектов, возникающих при измерении 
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скользящих взвешенных энергетических дискретно-
временных спектров действительных гармонических 
сигналов на конечных интервалах и по-новому 
взглянуть на некоторые результаты косвенных изме-
рений их спектральных характеристик.  
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Measurement of sliding weighted energy discrete-time spectrum of tonal components 
 
Methods and algorithms of measurement of sliding weighted energy discrete-time spectrum of harmonic components on finite intervals have 

been investigated. The results of theoretical and experimental research of indirect spectral measurements of tonal component characteristics are 
presented. 
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ИЗМЕРЕНИЕ ВРЕМЕННЫХ СПЕКТРОВ ДИСКРЕТНЫХ СИГНАЛОВ  

МЕТОДОМ МОДИФИЦИРОВАННОГО ПАРАМЕТРИЧЕСКОГО  
ДИСКРЕТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ 

 
Предложено модифицированное параметрическое дискретное преобразование Фурье для восстановления значений непрерывных дис-

кретных сигналов. Разработан метод восстановления значений временных спектров дискретных сигналов на базе предложенного преоб-
разования и показано, что предложенный метод обладает рядом преимуществ перед существующими методами. 

 
Ключевые слова: дискретный сигнал, конечный интервал, параметрические дискретные экспоненциальные функции, параметриче-

ское дискретное преобразование Фурье, модифицированное параметрическое дискретное преобразование Фурье. 
 
 

Введение 
Дискретный базис Фурье (базис дискретных экс-

поненциальных функций (ДЭФ)), благодаря ряду 
преимуществ перед другими базисами, занимает 
важное место в косвенных измерениях на конечных 
интервалах корреляционных функций и спектров 
дискретных сигналов. Разложение сигнала по систе-

ме ДЭФ носит название дискретного преобразования 
Фурье (ДПФ), которое при дискретных косвенных 
измерениях является измерительным преобразовани-
ем, т. к. позволяет однозначно представить дискрет-

ный временной сигнал ( ); 0, ( 1)x n n N  , задан-

ный на интервале в N  отсчетов ( N -интервале) в ча-
стотной области. Правда, с одним существенным 
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