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��������� ������ ����� ������������	 � �����	 ������������� ������� ��� �������, ��� ���� ��������� ������ �������� �-

���� ������� �� ���	 ��� ��� ����� ���	 ���. �������� ���!������ ������ ������	, ��� ������" ����������� �����#����� ���-
��� $. �. %�������� �� ������ �. �. ���������.  

 
�������� 	�
��: �����
 	�	��?����� @���A, ��	�	� ������������
, ���B��� ������������
, ���?��� ����, ��	�� @���A� 

�. �. !��	���	.  
 
 
������� 
� ����������� 	�	��� �� �������� �	��?-

���� �	�	 �������	�� ?	��� �����	�� ������ � 
���, ?��, ��� @���A� � �f z  �������@�	 � ��	��� 
������������  ��?� ��C�� �	 ��	�A� ���������-
���� �A���� � � � �yf iy e��� , �� ?�� ��D�� ��	�	�
 �E 

�E��	� � �f z  �� ����� �	��	������, ����	 z  
��E�D	���� � E������?�� ��	������ ��?��. /	�	� 
����	����	 �	�	? ��	��?���	�  �	����	�� �-
������C ������� =�	����	 – '�����@	, ���, �	� 
�������, ������ �E��	�� ������ 	�	��?���� 
@���A � ��	��� ������������ �A���	���� ��� 
���� �B��� � ����	 �	 ����� ��. !���E�	� �A��-
�	 �����	�� �� �������	� �	��?��B �������� 
	�	��	, �	?�	� � ���	�������� �	������B ��	-
��� 	�	��?���B @���A�  �	�	�?�	� �������� 
F��	 – /���	 � ���� ����	�����. G	�	? �	���� 
��	 ������� E�� �	��������� H. �. &	�������� 
 ���E����	�� � D���	�� «&	���	�?���� �E��-
��» � 1966 �., ��� @���A� � �f z , �?	����CJ	� � 
�A����, 	�	��?�	 � ��	��� ������������  �����-
����	 �����
 �� �� ��	�A�, ���C?	� E������?�� 
��	�����C ��?��,  ���	�?��	 [1]. "�	�	���
, ?�� 
��D�� ����
 K��� �����
�	�. ���	�������, ?��, ��� 
@���A� � �f z  ���	���D� ��	��	� �. �. !��	���	 
[2], �� �����D���� ������� &	������	 ���	���� � 
���. /� ���
 �� ���� ��	��� ������������ ���	���-
��	 �����CJ	� �A���	: � � � �zf z Ke��� , 

� � � �1 0K e� ���   K�	 �A���	 ��?�	� [3].  
�	�
��
� ��������� 
����� 1. ����� ������� � �f z  ���������� � 

���"��	 ������������� 	 
!  : 0x i y y� � � � ; ����� 
����������� �����&'�� ������: 

� � � � � �
� �2 2

0

ln1ln 2  lim ln Re , 

!

i

R

f tyf z r f d dt
R t x y

z

 ��
� �

��
��

�

� ��
  � �

�

� �  

��������������. ��������� ������& � �f z  � 
���'�& ����'����	 ������ (�������� � ���"�� 
��������� RQ  [4] ��� �������� |R R� , i

Rz re Q�� � : 
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�

�

� �
� �� �� � �� � �� ��� �

� �
� �� �� � �� � �� ��� �

�
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� �

� �
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� �

� �
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!� Reiz ��  ����: 

� �
� �

� �
� �

� �
� �

2

2

Re Re
 

Re Re

ReRe
1.

Re Re

i i
k k
i i

k k

i ii
kk

i i i
k k

R z R z
R z R z

e R zR z

e R z R z

� �

� �

� � ��

� � � �

� �
�

� �

��
� �

� �

      

(4)

 

!���
 �����
 � �cos   sinz t i� � � � , 0,� �  , ����	 

z t� � , t R� :  

  
� �

� �
2 2

2 2
1k k k k

k k kk

R t z R z t t z R z t
R z t t z R z tR t z

� � � �
� �

� � ��
.       (5) 

!� ���A�� �	�����	 ������, �?���	� (4) 
 (5) � RQ , ����?� 

  
� �

� �
2

2
ln ln 1 0

k R k R

k k

z Q z Qk k

R z z R z z
R z z R z z� �

� �
� �

� �
� � .       (6) 

F	������� ���	D��� 

(1)
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2 2

2 2 2 22 2

sin sin 1sinr R r R
t z t zR zt R zt

� �
� � � �� � � �� �� �� �� �� �

,�   (7) 

���   iz x i y re �� � � . ����� 

� � � �
2

2 22 2 2 2 2 2

1 sin  
cos sin  cos sin

Rr
t r r R rt r t

� �
� �� � �� �� � � �� �� � � �� �

� �� � � �� �
4 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2

2  cos 2  cos sin  
cos sin  cos sin

R r t R rt R t r R R rtr
t r r R rt r t

� �
� �� � � � � � �

� � �� �
� � � � � � � � � �
� �

� � � �
� �� � � �� �

2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2
 sin  

cos sin  cos sin

R R r t R r
r

t r r R rt r t

� �
� � �� �

� � �� �
� � � � � � � � � �
� �

� �� �
� �� � � �� �

2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2

 sin
0

cos sin  cos sin

r R r R t

t r r R rt r t

� � �
� �

� � � � � � � �
, (8) 

�����	 �������, ?�� 

  � �
2

2 22

1 sin sin 0
R

R

r R r d t
t z R zt�

� �
� �� �� � �� � �� ��� �

� ,           (9) 

�	� �	� � � 0.d t� �  F	������� �����	� 

  � �
2

2 22

1 sin sin ln
R

R

r R r f t dt
t z R zt�

� �
� �� ��� � �� ��� �

� ,         (10) 

�?���	� (8), ����?�, ?�� K�� ���	D��� ������	-
��� �����CJ� �E�	���: 

� �� �
� �� � � �� � � �

2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2

 sin1 ln
cos sin  cos sin

R

R

r R r R t
f t dt

t r r R rt r t�

� �
� � �� �

�� � � � � � � � � � � �
� �

�  

� �� � � �� �� �
� �

4 2 3 2 2 2 3

2 22 2 4 2 2 2 2 2

1  sin  sin  sin  sin ln
cos sin cos sin 2 cos

R

R

R r r t R rt R r f t dt
t r r R t r r r t R tr�

� �
� � � � � � �� �� � � � � � � � � � � � � �� �

� �
� .           (11) 

�	���, ����: 

� � � � � � � � � �� �
� � � �� � � � � �� �

2 2 2 22 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

cos cos sin sin cos cos  sin sin

cos cos  sin sin cos cos sin sinRe Rei i i i

R r R r R r R r R rR r R r

R r R r R r R rre re� � � � �

� � � � � �� � � �� � � �� �� �
� � �

�� � � �� � �� � � �� �� �
 

� �
� � � � � �

2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 sin sin

4 cos cos 4 sin sin cos cos

R r Rr

R r Rr R r R r

� � �
� �

� � � � � � � � � � �
 

� � � �

3 3

4
3 2 2 2 2 2 2 2 2

1 4 sin sin 4 sin sin

2 4 cos cos 4 sin sin cos cos

R r Rr
R rR Rr r R r Rr

R

� � � � �
�

� � � � � � � � � � � �
.                        (12) 

/���	 ��D�� �	��	�
 

� �
� � � �

� � � �

3 32 22 2

2 2 4
3 2 2 2 2 2 2 2 20 0

4 sin sin 4 sin sin ln Re1 1ln Re .
2 2Re Re 2 4 cos cos 4 sin cosn c ssi o

i

i

i i

R r Rr f dR z R z
f d

R rz z R Rr r R r Rr
R

� 
�

� � �

� � � � � � � �� �� �� � �� � � �� � � � � � � � � � � � � �� �
� �  

(13) 
�?���	� (6), (9), (11)  (13), ����?�: 

� �
� � � �

� � � �

3 3

4
3 2 2 2 2 2 2 2 20

4 sin sin 4 sin sin ln Re1ln
2 2 4 cos cos 4 sin sin cos cos

iR r Rr f d
f z

R rR Rr r R r Rr
R

� � � � � � �
� �


� � � � � � � � � � � �

�  

� � � �
� �� � � �� �� �

4 2 3 2 2 2 3

2 22 2 4 2 2 2 2 2

 sin  sin  sin  sin ln1 .
cos sin cos sin 2 cos

R

R

R r r t R rt R r f t dt

t r r R t r r r t R tr�

� � � � � � �
�
 � � � � � � � � � � �
�                       (14) 
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!� R ��  ����: 

� � � �
� �

� �

0

2 2 2

1ln 2 lim sin sin ln Re

 sin ln1 ,
cos sin

i

R
f z r f d

R

r f t dt

t r r


�

��

�

��

� � � ��


�
�
 � � � �

�

�
 

�?���	�, ?�� cosx r� � ,  siny r� � , 	 �	�D� 
0  sin 1� � �  �� � �0, ��    0  sin 1� � �  �� 

� �0, ��  , ����?� 

� � � � � �
� �2 2

0

ln1ln 2 lim ln Re .i

R

f t dtyf z r f d
R t x y

 �
�

��
��

� ��
  � �� �

(15) 
!�����	�� @���AC ln a  �����CJ� �E�	���: 

  ln ln lna a a� �� � ,����������������������  (16) 

���  
ln , �� 1

ln
0, ��  0 1

a a
a

a
� ��

�  ! �"
  

0, �� 1
ln

ln , ��  0 1
a

a
a a

� ��
�  � ! �"

 

(17) 
����	 

ln lna a�� .                          (18) 

�?���	� (18), ���	������� (15) ����� ��   

� � � � � �
� �2 2

0

ln1ln 2  lim ln Re .i

R

f tyf z r f d dt
R t x y

 ��
� �

��
��

� ��
  � �
� �  

)�� ��������. 
����� 2. ����� ������� � �f z  ���������� � 

�����	 ������������� 	 
!  : 0x i y x� � � � ; ����� 
����������� �����&'�� ������: 

� � � � � �
� �

2

2 2

2

ln1ln 2  lim ln , .i

R

f itxf z r f Re d dt z �
R t y x


�

��
� � �

��
 ���

� �� �
  � �� �

 (19) 
��������������. !� ����� 1 @���A� � �f w�  	�	-

��?���	� � ���B��� ������������ 
	 
!  : 0u i v v� � � �  ���� �A����: 

� � � � � �
� �2 2

0

ln1ln  2  lim ln Re , . !i

R

f tvf w r f d dt w
R t u v

 ��
� �

���
��

� �� �
  � �� �

�
�

� � �

   (20) 
���@����� ���E�	�� !�  �	 !�  �� ����J 

@���A 
 i w z� � .�                           (21) 

���	� �	����  
   w i z� , u y� � , v x� ,                  (22) 

����?� 

� � � � � �ln   ln    ln , 
2 2

f w f i z f z  
� � � ! � ! �� � .  (23) 

�?���	� (22)  (23), ���	������� (20) ����� 
�� 

� � � � � �
� �

2

2 2

2

ln1ln 2  lim ln Rei

R

f itxf z r f d dt
R t y x


�

��
� �

��
 ���

� � �
  � �� � . 

)�� ��������. 
"E���	?� ?���� � �!pN �  ��	�� 	�	��?���B � 

��	��� ������������ ! { : 0}x iy x� � � �  @���A� 

� �f z ,  �����������CJB �������: 

1) 
� �� �

2
0 _

ln
sup

1

p

x

f x iy
dy

y

���

� �

� #�$ $ ! �� %
�$ $

" &
� , 0,p �  ��� 

ln , �� 0;
ln

0,  �� 0 1.
a a

a
a

� ��
�  ! �"

 

2) � �
2

2

1lim ln Re 0.i

R
f d

R


�

� �

��


�

� �
 �   

/	��� ��	�� @���A� �	���	C� ��	����                        
�. �. !��	���	 � ��	��� ������������. 

����� 3. *��� ������� � � � �!pf z N �� ,  �� 

  � �
� �

� �2 2

ln
ln

f itxf z dt
t y x

��

��

�
 � ��                (24) 

��� ���" 	 
!  : 0z x i y x�� � � � . 

��������������. !� ����� 2. =���A� � �ln f z  
���� �A���� 

� � � � � �
� �

2

2 2

2

ln1ln 2  lim ln Rei

R

f itxf z r f d dt
R t y x


�

��
� �

��
 ���

� ��
  � �� � . 

/	� �	�  � � � �!pf z N �� , �� 

� �
2

2

1lim ln Re 0i

R
f d

R


�

� �

��


�

� �
 � ,  ���	������ �����C-

J�� ���	�������: � �
� �

� �2 2

ln
ln

f itxf z dt
t y x

��

��

�
 � �� . 

)�� ��������. 
"E���	?� ?���� A  ��	�� ����D���
��B ���-

�	��	CJB ����������B @���A� � �t�  �	 [0, )�� , 
�����������CJB �������: 

a) � �te�  ������	 ��� �� t � 0; 

b) � �
2

0 1
t

dt
t

� �
! ��

�� ; 

c) 
� �

lim
t

t

e

t��

�
� �� . 
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������� 1. ����� ������� 

� � � � !pf z N �� , 1p � ,                 (25) 

� �� �������  !�  ����� ��&�� ������������� ����-
��& 

  � � � � ( )yf iy e y��� �� ! ! �� ,             (26) 

��� � �t A� � . +���� ��&�� �  !�  ����������� ������ 

� � � �zf z Ke��� , � � � �1 0K e� ��� .             (27) 

��������������. �� ����� 3  ������ (26) ���-
����, ?�� 

� �
� �

� �
� �

� �2 22 2

ln
ln .

f it tx xf z dt dt
t y x t y x

�� ��

�� ��

�
� � �
 � � � �� � (28) 

!������� K�� ���	������� �����CJ� �E�	���: 

� �
� �

� �

� �

� �2 22 2
0 0

ln lnln
t tx e x ef z dt dt

t y x t y x

� ��� ��� �
� �� � �
� � � � � �� �

� � .

(29) 
F	������� @���AC 

  � � � �1
max

s

tt

tm s
e��

� .                     (30) 

=���A� � �m s  ���������	 �� ���B 0s � , �	� 

�	� ��� �	�B s , � �?���� ����, ?�� � �t A� � , ��J�-
������  

� � � �� � � �� �
1 0

ln max ln max
t

m s s t t s e'

� '�
� �� � ' �� .  (31) 

� �ln m s  �������� @���A��, ������������ �� 

H��� � @���A � �e'� .  

G	���� �	�D�, ?�� @���A� � �m s  – ����	��	C-
J	� �� 0s �   

� � � �10m e��� .                         (32) 

�	���, � ����
���	��� @���A � �m s , ������-
� @���AC �	����	�	–"����������: 

� � � �0
max

s

s

tT t
m s�

� .                      (33) 

=���A� � �T t  ��J������� ��� �CE��� 1t � , ��-
����
�� ��J������� 

  � � � �� �
0

ln max ln ln
s

T t s t m s
�

� � .             (34) 

=���A� � �lnT e'  – ����������	� �� H��� � 

@���A � �ln m s , 	 ������	���
��, � �lnT t  ��J���-
���� ��� ���B 1t � . 

F	������� ���?	�, ����	 0 1t� ! . !� K�B ��	-
?���B @���A� � �T t  ��D� ���������	, �	� �	�           

� K��� ���?	� � ������ s  @���A� 
� �
st

m s
 �E��	�� 

 ��K���� � � � �
1 (0 1)
0

T t t
m

� � ! . �� ���������� 

(32) ����?� 
� � � �1T t e�� , 0 1t� ! .                   (35) 
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* * *  

I. V. Dzogij, Senior Teacher, Bryansk State University n.a. Academician I. G. Petrovski 
 
Estimation of Module for the Function Which Is Analytic at Half-Plane 
 
The paper considers the estimation of module for the function which is analytic at the right half-plane provided that there is some estimation for 

the decrease in the function module at an imaginary axis or at its part. The extension of the function class to the class of Privalov I. I. has been 
obtained, the statement of the theorem by Maslyakov Y. I. being valid for this extension. 

 
Keywords:  module of the analytic function, right half-plane, upper half-plane, unit circle, function class by Privalov I. I. 
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