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��������������� ������� ��
����	�� ���������	�� ��������	������� ��������, ����!"���� ��	���� 	���� #���� ����	�$ �������� 

	�%��#�����#� ���������	��. ������	� ����������� ��� ������� ����� �����	�� �������!"�� ��	�� (������� ��	��) � ��
����	�� 
���������	�� ��������	������� �������� � ������&	�� ��������
��� ��	�����. ����	���������	� ����	�� 	� ����'�	�� ������$ ��	�� 
��#��*	����� �����	�#� �������'�	�� ������ � *�����	� � ������� ��������.  

 
�������� 	�
��: ������' ��������, �����F�	��	� ���������
$���	� �����	$	, F�$���F�	���� ��F
�, �
�

 ����	��	, ���<��	���' 

����	��. 
 
 
� �	F��� [1] �	��������	 �������F	� �����F�	�-

�	� ���������
$���	� �����	$	, �	 ������ ������' 
��<�� F��
 �	��	F��	�� ��
���� ��%��<	����<� �F�-
�����	�
� [2–4] � �	���
 �	�
	�
���
 <	F	�
�	�
, 
�����
� "�!, �	��� �������� ���	<
�	�
� 
, 
��������
� ���<��	�����
 ����	��	 ��F
��, 
��+-
G
� ������+ �	<����$��+ �����F����
. ���
��G�-
���	 ����# ��
����� ���F���� �	H�� ��
 
# J��-
���	�	�

 � ������# �����
�#. �#��	 ���������
-
$����' �����	$
 ������	����	 �	 �
�. 1.  

 

 
���. 1. �#��	 ���������
$����' �����	$
 

 
����������� � �	F��� [5] 
�������	�
� <�����-

�
$���
# #	�	����
��
� �����F�	���' �������F�' 
���������
$����' �����	$
 ���	�	�
, $�� �	�	�
� 
�����#�����' ��F
�� �����	 
 &������
 � �	������

 
���G���������� �� �
�

. � �� H� �����, ��������
� 
��<��&�����' 
�<�������
� ��F
��, ��<��&�����' 
����H��
� �����	 
 &������
 � ������� ��������	, 

����	����# 
 
�<
F��# ��%���	�
' ��F
��, � ����-
�	$� ����
�	�� �����$��' ����	�� ��F
�� 
 �����	� 
��������	�
� �	<����
 �� ��
�� ����	����# �
�
', 
$��, � ����$��� 
��<�, ��
H	�� ����G�+ �����F-
����
 �����	$
 
 ������ �� �	F���. 

!�� 
���+$��
� «��#��	» � 
���������' �����	-
$� ����	 ����	��	 �	 ������ ��F	 � �	F��� [6] �	�-
������� �����F ���	�
�	�

 ����	��	 � ������
��� 
�<� �	��	����

 ����� ���
%
�	�

 �����#����
 
��F	 �����	. 

������ �	F��� [7], �����#����
 ��F	 &������
 ��-
������ �<
F	+G�' � �����	�	����
$����� ��
H��

 
�����#����
 ��F	 �����	, �	���	���<� ������� ��-
�
���	�
� ��
 ��
�
$��� �����

. ���
�����G�' 
�����#����
+ �������� F����	� �����#����
 �����-
<� ��F	 �����	 (��������
). /	���	�
$����� ��
�	-
�
� �����#����
 ��F	 &������
 � �
����� �����
�	� 

1 1 1 1( , , )S x y z , H����� � ��' ����	���' � �������� 
%�����F�	���	�
�, 
���� �
� [8]: 

1 1 1 1 1cos sinx A B� � � � � � ; 1 1 1 1 1sin cosy A B� � � � � � � ; 

1 3 2 1 2 2sin ( sin cos ) cos ( )z f f f d c� � � � � � � � � � � � � ; (1) 

2 2 1
2 arcsin ( )C A B �

� � �
	 
� � � � � �� 
� �

 (��	����
� ��	��$-

��<� �	������
�). 

=���
 �F���	$���: 
1 1 2 3 2 2cos ( cos sin ) sin ( )A f f f d� � � � � � � � � � � � ; 

1 3 2 1 2sin cosB f f� � � � � � ; 

1 1 2 1 2 2cos sin cosf ff u h r� � � � � � � � � ; 

2 1 2 1 2sin cos cosf ff u h� � � � � � � � ; 

3 1 sinf t h� � � � ; 1
1 ( cos ) (sin )c r i �� � � � � � ; 

1
1 ( cos 1) (sin )d r i �� � � � � � � ; 

1 2 2 2sin sin ( sin cos )f fA u d r� � � � � � � � � � � � ; 

2 3 2sin ( cos sin cos cos )fB f f d� � � � � � � � � � � � � � � ; 
1

1 3 2( cos ) ( cos sin cos )fC i f f�
� � � � � � � � � � � � , 
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�<�� �  ������������ �	 ������ ��	$��
' �<� ��
<�-
������
$���
# %����
': 

� � 1
2 2sin B A B

�

� � �� � � � ; � � 1
2 2cos A A B

�

� � �� � � � ; 

1r , 2r  – ������� �������� �	������
� &������
 
 
�����	; �  – ��H�����' �<�� � �����	$�; 2f�  – �<�� 

��H�
 ��F	 �����	; �  – �<�� ���%
��; 1u  
 1h  – �
-
��'��� �����
�	��, ��������������, �� ��
�� 
 �� 
���%
�+ ��F	 &������
; t  – �����
�	 ���G
�� ��-
F	 �����	; c  
 d  – <������
$���
� �	�	����� 
(�
�. 1); 1�  
 2�  – �<�� �������	 &������
 
 �����	 
� ��	��$��� �	������

:  

1 2 i� � � � ,  * *
2 1i z z� ,                     (2) 

<�� i  – �����	��$��� ����&��
� ���
 �F�	�	 ��	�-
�	; *

2z  – $
��� ��F
�� �����	; *
1z  – $
��� ��F
�� 

&������
. 
��
 �	���	�

 �����<� ��F	 �����	 ������
��'-

�	� �����	 ����	, ��$�
 ������' (�
�. 2) � �
����� 
�����
�	� ( , , )p p p pS x y z  �	�	+��� �	�	������ 2h , 
������G	���� �	�	����
�� ������

 �����	 ��	�
� � 
��������
 2 2 2z O x  [9] �	 ���
$
�� 2u .  �  �	F���  [10] 

������H�� �����F ���
%
�	�

 �����#����
 ��F	 
�����	, �	��+$	+G
'�� � ���, $�� ��
 ������G��

 
����	 �	 ���
$
�� 2u  �� ������������ ������G	��-
�� �� ��
 pz  (�
�. 2) �	 ��������+ ���
$
��, ����-

�������+ %����
�' 2( )u� , �F����$
�	+G�' ��
H�-
�
� ����	 �� ��	�����

 � �
�� J��
��	: 

� �� �
� �� �

2 2

2

( ) cos cos ( ) cos

sin sin ( ) sin ,

p p

p p

u a u

b u

� � � � � � � �

� � � � � �
     

 (3)
 

<�� a , b  – �	�	� 
 F��
&	� ������
 J��
��	; p�  – 
�<��, ������� ��	$��
� ������<� �F����$
�	�� �
�-
����
$��' �
�  �	�
�
����
 2( )u� , 	 ��
 0p� �  

�	�
�
����
 2( )u�  ��	���
��� ���
�����
$��' ��-
���
���
�� 2 0u � ; p�  – �<��, �	��$
���	���' �� 
%������ 

� �arctg tgp pa b� � � � ;                     (4) 

� �2u�  – �<��, ��������+G
' ��$�� �	�	�
� J��
��	 
� �����', �	�	����
��' ������

 �F�	��+G�' ����-
�	 ��	�
�. 

 

      
���. 2. C	�$���	� �#��	 
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���	H��
� ��� � �2u�  
���� �
� 

2
2 2 2

cos sin sin cos
( ) arcsin ;

( sin ) ( cos )

p p p p
u

p p

u b a
u

a b

� � � � � � � � �
� � � �

� � � � �

   (5) 
����
 u�  – ������<	���
��' �<��, ��$
������' �� 
��	$��
�� �<� ��
<�������
$���
# %����
': 

2 2

sin
sin

( sin ) ( cos )

p
u

p p

a

a b

� � �
� �

� � � � �
; 

   
2 2

cos
cos

( sin ) ( cos )

p
u

p p

b

a b

� �
� �

� � � � �
.          (6) 

� �	�$����' ��$�� P  ��F	 �����	 J�	 %����
� 
(��
 2u  = 0) �	��	 ���+, 	 ��
 
������

 �	�	����	 

2u  �	� � ������� ����H
���
��#, �	� 
 ���
�	���
-
��# ��	$��
' %����
� 2( )u�  ��	��� ����	��	��. � 
�����
�	�� �	��<� ��
H��
� ��H�G�' �����
 ��F 
�����	 ��
�F���	�� F�$���F�	���+ %����. �����-
�

 2 2 2, ,x y z  �	�
��	-������	 ��F	 �����	 � ���-
���
��' ���
%
�	�
�' � �
����� �����
�	� 

2 2 2 2( , , )S x y z , H����� ����	���' � �������, ����$��� 
� �
�� 

� �2 2 2 2 2 2 2sin ( ) cosf fx u h u r� � � � � � � � ; 

2 2( sin )y t h� � � � � ;                      (7) 

� �2 2 2 2 2 2cos ( ) sinf fz u h u� � � � � � � � , 

<�� 2u  
 2h  – �
��'��� �����
�	��, ������������-
��, �� ��
�� 
 �� ���%
�+ ��F	 �����	. 

������

 �����
�	� 1xm , 1ym , 1zm  ���	 ����	�
 

1m  �����#����
 �����<� ��F	 &������
 � �
����� 
�����
�	� 1 1 1 1( , , )S x y z ��
���	+��� %�����	�
 [11] 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

sin sin (cos cos cos sin sin )

cos ( cos cos sin sin cos )

x f n

n

m � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �
 

2 1cos sin cos sin ;f n� � � � � � � �  

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

sin sin ( sin cos cos cos sin )

cos (sin cos sin cos cos )

y f n

n

m � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � �
 

2 1cos sin sin sin ;f n� � � � � � � �                     (8) 

1 2 2 2

2

sin sin sin cos cos sin sin

cos sin cos .
z f n n

f n

m � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � �
 

������

 2xm , 2 ym , 2zm  ���	 ����	�
 2m  ��-
�
%
�
���	���' �����#����
 ��F	 �����	 (7) � �
�-
���� �����
�	� 2 2 2 2( , , )S x y z 
��+� �
� [12]: 

� �� �
2 2 2

2
22 2

2

sin cos ( ) sin

sin ( ) 1 cos

n f f
x

n n

u
m

u

	 
�� � � �� � �� �� �
�� � � � �

; 

� �� �
2

22 2
2

cos

sin ( ) 1 cos
y

n n

m
u

�
�

�� � � � �
; 

� �� �
2 2 2

2
22 2

sin sin ( ) cos

sin ( ) 1 cos

n f f
z

n n

u
m

u

	 
�� � � �� � �� �� �
�� � � � �

,     (9) 

<�� 

� � � � � �

2

2 2
2 2 2

( ) cos

cos

p

c c c
p

u a

e p u e p u n p u k

n

�� � � � �

	 
	 
� � � � � � �	 
� �� 
� �� � � �� 

� 

� �

 

� � � � � �2 2
2 2 2

sin

sin ;

p

s s s p
p

p

b

e p u e p u n p u k

n

� � � �

	 
	 
� � � � � � �	 
 � �� � �� 
� �  !� �� 
 !�� 
" #
� �

      (10) 
sinc pe a� � � ; 2 sinc pk b� � � ; coss pe b� � � ; 

 2 2sins pk a� � � ; 2 2 2 2sin cosp pn a b� � � � � � ; 

  cos sin sin cosp p p pp b a� � � � � � � � . 

� ���������
$����' �����	$� (�
�. 1) ��<�� 

���
 ����� �� ��	'��' ���� ��
 ��<��&����
 ��	-

���<� �	�����H��
�: ���G��
� &������
 ����
 
��
 ��	G��
� 1( )� , ���G��
� �����	 ����
 ��
 ��	-
G��
� 2( )�  
 ��<��&����
 �<����<� ����H��
� ���' 
��	G��
� �����	 
 &������
 ( )�� . � J��� ���$	�, 
������ �
�. 1,  ��	$��
� �	�	������ � , d  
 �  ����-
����
���� �	 ���
$
�� ��<��&�����': 

*
1c c� � � ;      *

2d d� � � ;     *
�� � � � � .    (11) 

�	 �����	�

 ��������
' �
�. 1 �������
� J��-
����� �	��
�� ����#��	 12A�  �� �
����� �����
�	� 

2 2 2 2( , , )S x y z  � �
����� �����
�	� 1S : 

11 1 2 1 2cos cos cos sin sinb $� % � � � % � % � % ;  

12 1 2 1 2cos cos sin sin cosb $� � % � � � % � % � % ; 

13 1cos sinb $� % � � ; 14 1cos sinb d$ $� � % � � ; 

21 1 2 1 2sin cos cos cos sinb $� � % � � � % � % � % ; 

22 1 2 1 2sin cos sin cos cosb $� % � � � % � % � % ; 

23 1sin sinb $� � % � � ; *
24 1sin sinb d $� � � % � � ;        (12) 

31 2sin cosb $� � � � % ; 32 2sin sinb $� � � % ; 33 cos ;b $� �  

34 cosb d c$ $ $� � � � ; 41 42 43 0b b b� � � ;  44 1b � , 



��
��
	��
���� 
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<�� �<�� 1%  
 2%  ��������+� �������, ���������-
�����, &������
 
 �����	 �����< ���
# ���' ��	G�-
�
� � �����	$�. 

?��
 �����	$	 �������� �����H����', �� �����	-
��$��� ����&��
� � ��' ���������� 
 �	���� 

* *
1 2 2 1i z z$ � % % � . 

�� ����

 ��F$	��# �	������
' [13] �������, $�� 
�	��
�	 12A�  ��
���	�� �����
���
��� ��
H��
�, 
���
 
������	 �	�
�
����
: 

2 2 1( )% � % % .                        (13) 

� ��� ���$	�, ��<�	 ��<��&����
 1� , 2�  
 ��  
�	��� ���+ (���������+�), 	 �����#����
 ��F	 ����-
�	 �� ���
%
�
������ � ������
��� 
 ���%
�
��� 
�	��	����
�#, �� �����
�� %�����F�	���	�
� ��F
-
�� &������
 (1) �����F�	���' �����	$
, �	��� (13) 
�F����$
�	���� �
���	�
��' ��	��	 
 
���� �
� 

2 1 i% � % . ?��
 H� 
��+��� ���
$��� �� ���� ��-
<��&����
 
 
����
������ ������, �����#����
 ��F
-
�� ������<� 
��+� ������
��+ ���
%
�	�
+, ����-
�	$	 ������	�� F��
 �����H����' 
 �	��� (13) ���	-
�	��
�	���� ����� ���������
� ��$�� �	�	�
� 
(����	��	) �����#�����' ��F
�� &������
 
 ��F
�� 
�����	. ��
 %
��
���	���� �	�	����� 1 const% �  
��$�	 ����	��	 � �����	$�, ��<�	��� ����

 ��F$	��# 
�	������
' [14], ������������ 
� ��&��
� �����+-
G�' �
����� ��	����
'. 

 
1 1 1 1 12 1 2 2 2 2

1 1 12 1 2 2 2

1 1 1 1

( , , ) ( , ) ( , );
( ) ( , ) ( );

( , , ) 0,

r u h A r u h
m A m u

f u h

&� � % % �
'

� � % % � (
'� � )

�� �
�� � ,       (14) 

<�� 1r� , 2r�  – �	��
��-����F��, ����	������� 
� ���-
���
' �	�
����-�������� 1r  (1), 2r  (7); 1m� , 2m�  – 
�	��
��-����F��, ����	������� 
� ������
' ���	 
����	�
 �����#����
 ��F	 &������
 (8) 
 �����#��-
��
 ��F	 �����	 (9); �������
� � �
����� (14) �	�
-
�	�� ��	����
� �	������
� (1). 

� �	��������' %���� �
����	 (14) 
���� �
�: 

1 1 1 1 11 1 2 2 2 2 12 1 2 2 2

13 1 2 2 2 14 1

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( );

x u h b x u h b y h

b z u h b

� � % % � % % �

� % � %
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Analysis of Gear Meshing of Bevel Gears With a Small Shaft Angle with a Non-Generated Gear and a Generated Pinion with Longitu-

dinal Crowning of the Gear Tooth Surface 
 
The paper describes the gear meshing of bevel gears with a small shaft angle with a non-generated gear and a generated pinion which is the 

base for the range of coaxial gearboxes for oil and gas equipment. The authors received contact lines (lines of action) in gear meshing of bevel 
gears with a small shaft angle with a non-generated gear and a generated pinion with longitudinal crowning of the gear tooth surface. The authors 
analyzed a change in the position of contact lines in the presence of position errors of the mating pinion and gear in the body of a gearbox. 
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