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1 Ангармонический сигнал – периодический сигнал, представляющий собой сумму основного гармониче-
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сигналов более высоких частот, кратных частоте основного гармонического сигнала). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОГИБАЮЩЕЙ АНГАРМОНИЧЕСКОГО ДИСКРЕТНОГО СИГНАЛА                      

НА ОСНОВЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГИЛЬБЕРТА В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ 
 

Рассмотрено применение преобразования Гильберта в частотной области на основе дискретного преоб-
разования Фурье для определения огибающих (мгновенных амплитуд) действительных ангармонических ана-
логовых и дискретных сигналов. Ангармонические дискретные сигналы рассмотрены как отдельный класс 
периодических дискретных сигналов в связи с их специфическими свойствами и широким применением ангар-
монических сигналов для описания информационных сигналов в следующих предметных областях: акустика (в 
том числе психоакустика и музыкальная акустика), геофизика, виброакустическое функциональное диагно-
стирование механических объектов, компьютерная медицинская диагностика, пассивная гидроакустика. 
Приведены физические условия выбора сигнала, сопряженного действительному ангармоническому сигналу. 
Предложен алгоритм гипотетического измерителя мгновенных значений огибающей, фазы и частоты дей-
ствительного сигнала. Показано, что применение преобразования Гильберта в частотной области для полу-
чения аналитических ангармонических дискретных сигналов имеет преимущества перед генерацией аналити-
ческих ангармонических дискретных сигналов во временной области. Предложена структура получения дис-
кретного аналитического сигнала методом дискретного преобразования Фурье действительного 
дискретного сигнала. Получены аналитические выражения огибающих ангармонических дискретных сигналов 
с различным числом составляющих равной амплитуды. Приведены экспериментальные исследования на мо-
дельных действительных ангармонических сигналах, подтвердившие результаты, полученные теоретически 
в аналитической форме. 

 
Ключевые слова: ангармонический дискретный сигнал, огибающая, дискретное преобразование Фурье, 

дискретное преобразование Гильберта, музыкально-акустический сигнал, частотный спектр.  
 
 
Понятие ангармонических дискретных 

сигналов в теорию и практику обработки 
цифровых сигналов введено в работе [1]. Не-
обходимость введения ангармонических 
сигналов1 как отдельного класса периодиче-
ских сигналов объясняется, с одной стороны, 
их специфическими свойствами, с другой – 
широким применением ангармонических 
сигналов для описания информационных 
сигналов в следующих предметных облас-
тях: акустика (в том числе психоакустика и 
музыкальная акустика) [2, 3], геофизика [4], 
виброакустическое функциональное диагно-
стирование механических объектов [5–7], 
компьютерная медицинская диагностика [8–
10], пассивная гидроакустика [11].  

В рамках теории обработки аналоговых 
и дискретных ангармонических сигналов 
представляется крайне важным и актуаль-

ным (как с теоретической, так и с практиче-
ской точек зрения) однозначное определе-
ние на конечных интервалах в аналитиче-
ском виде их мгновенных параметров – 
огибающей, мгновенной фазы и мгновенной 
частоты. 

Целью работы является определение в 
аналитическом виде огибающей ангармони-
ческих дискретных сигналов с различным 
числом составляющих равной амплитуды на 
основе преобразования Гильберта в частот-
ной области.  

Действительный сигнал ( )x t  [12–14] мо-
жет быть представлен как во временной 
форме: 

( )x t = ( ) cos[φ( )]A t t⋅ ,                  (1) 
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где ( )A t  – огибающая сигнала; φ( )t  – мгно-

венная фаза сигнала ( )x t ; φ( )( ) d tf t
dt

=  – 

мгновенная частота, 
так и в спектральной форме: 

( ) cos(2π φ )k k k
k

x t A f t= +∑ ,           (2) 

где kA  – амплитуда k -й гармонической 
компоненты; kf  – частота k -й гармониче-
ской компоненты; φk  – начальная фаза k -й 
гармонической компоненты. 

Отметим, что представления (1) и (2) – 
это два равноправных представления сигна-
ла ( )x t , применение которых определяется 
областью приложения методов обработки 
сигналов.  

В работе [15] подчеркивается, что понятия 
мгновенной частоты сложного сигнала и 
частоты гармонического сигнала – это раз-
ные понятия. И именно ошибочное смеше-
ние этих понятий во многом предопределило 
возникновение в сороковых годах прошлого 
столетия серьезных (категоричных и резких 
по форме) научных дискуссий между сто-
ронниками представлений (1) и (2). 

В той же работе показано, что для одно-
значного измерения мгновенных параметров 
(1) действительного сигнала ( )x t  необходимо 
поставить сигналу ( )x t  в соответствие ком-
плексный сигнал  

( ) ( ) ( )y t x t j t= + ⋅υ ,                  (3) 
определив его мнимую часть ( )tυ  с помо-
щью некоторого оператора ℜ  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Алгоритм гипотетического измерителя мгновенных значений огибающей, фазы и частоты 

действительного сигнала ( )x t  
 

В работе [16] сформулированы следую-
щие физические условия выбора операто-
ра ℜ : 

• малым изменениям входного сигнала 
)(tx  должны соответствовать малые изме-

нения результатов измерения мгновенных 
параметров; 

• результаты измерения мгновенной фазы 
и мгновенной частоты не должны зависеть 
от мощности сигнала при неизменной его 
форме; 

• параметры чисто гармонических сигна-
лов: амплитуды, частоты и фазы, измерен-
ные гипотетическим измерителем (рис. 1), 
должны соответствовать их классическим 
определениям.  

И в этой же работе доказано, что единст-
венным линейным (аддитивным) операто-
ром, удовлетворяющим указанным выше ус-
ловиям, является оператор Гильберта ℑ :  

временная форма –  

( )tℑυ = [ ( )]x tℑ = VP 1 ( )x d
t

∞

−∞

τ
τ

π − τ∫ ,   (4) 

спектральная форма –  

1( ) ( )
2

j tt V j e d
+∞

ω
ℑ

−∞

υ = ω ⋅ ω
π ∫ ,          (5) 

где  
( ), 0

( ) 0, 0
( ), 0

jS j
V j

jS j

− ω ω >⎧
⎪ω = ω =⎨
⎪ ω ω<⎩

,  

( ) ( ) j tS j x t e dt
+∞

− ω

−∞

ω = ⋅∫ .              (6) 

Формулами (4) и (5) определены два рав-
ноправных способа реализации преобразо-
вания Гильберта действительного сигнала 
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( )x t  соответственно во временной и частот-
ной областях. Второй способ иллюстрирует 
физический смысл преобразования Гиль-
берта, который заключается в фазовом по-
вороте спектральной плотности ( )V jω : мо-
дули спектральных плотностей ( )S jω  и 

( )V jω  сигналов ( )x t и ( )tℑυ  равны между 
собой, а фаза спектральной плотности 

( )V jω  сдвинута относительно фазы спек-
тральной плотности ( )S jω  в области отри-
цательных частот на π / 2+ , а в области по-
ложительных частот на π / 2− . 

Комплексный сигнал вида (3), у которого 
мнимая часть удовлетворяет соотношению 
(4) (или (5)), называют как в отечественной, 
так и зарубежной научной литературе ана-
литическим сигналом ( )y tℑ , а мнимую 
часть ( )y tℑ  (сигнал ( ))tℑυ  называют со-
пряженным сигналом (по отношению к сиг-
налу ( ))x t : 

( ) ( ) ( )y t x t j tℑ ℑ= + ⋅υ .              (7) 

Вопрос о некорректности применения 
термина аналитический сигнал для сигна-
лов, являющихся, по сути, гильбертовыми 
сигналами, подробно рассмотрен в работах 
[17, 18]. 

Дискретное преобразование Гильберта 
(ДПГ) в частотной области на основе ДПФ 
действительного дискретного сигнала 
(ДДС) ( )x n , заданного на конечном интер-
вале (0, 1)n N= − , определим следующим 
образом: 

1

0
( ) ( )

N
kn

N N
k

x n V k W
−

−
ℑ

=
= ∑ ; 

( ) , 1, 1;
2

( ) ( ) 0, 0; ;
2

( ), 1 , ( 1),
2

N

N N

N

Nj S k k

NV k S k k k

Nj S k k N

⎧
− ⋅ = −⎪

⎪
⎪

= = = =⎨
⎪
⎪ ⎛ ⎞+ ⋅ = + −⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩

   (8) 

где ( )x nℑ  – сопряженный сигнал, получен-
ный методом ДПГ ДДС ( )x n ; 

2exp( )NW j
N
π

= − , 0, ( 1)n N= − , 
1

0

1( ) ( )
N

kn
N N

n
S k x n W

N

−

=
= ∑ .             (9) 

Дискретный комплексный сигнал  

( ) ( ) ( )y n x n j x nℑ ℑ= + ⋅             (10) 

является дискретным аналитическим (гиль-
бертовым) сигналом, который позволяет 
однозначно определить мгновенные пара-
метры ДДС ( )x n  на конечном интервале, 
представив его в виде: 

( ) ( ) cos[ ( )]x n A n n= ⋅ ϕ ,           (11) 

где 2 2( ) ( ) ( )A n x n x nℑ= +  – огибающая 
(мгновенная амплитуда) ДДС x(n); 

ϕ(n) = ( )arctg
( )

x n
x n
ℑ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 – мгновенная фаза 

ДДС x(n); 

2 2

1( )
2

( ) [ ( 1) ( )] ( ) [ ( 1) ( )]
( ) ( )

f n

x n x n x n x n x n x n
x n x n

ℑ ℑ ℑ

ℑ

= ×
π

⎧ ⎫⋅ + − − ⋅ + −
×⎨ ⎬

+⎩ ⎭
– мгновенная частота ДДС x(n). 

На рис. 2 приведена структура получения 
дискретного аналитического сигнала мето-
дом ДПФ. 

 
Рис. 2. Структура получения дискретного аналитического сигнала методом ДПФ 
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Рассмотрим вопрос аналитического вы-
ражения огибающей ДДС вида 

0
1

( ) sin (2 )
h

k
x n p k n

=
= π∑ ,               (12) 

где N  – число отсчетов дискретного ангар-
монического сигнала ( )x n ; 0 /p p N=  – 
нормированная основная частота ангармо-
нического дискретного сигнала ( )x n ; h  – 
число составляющих ангармонического 
сигнала ( )x n ; p  – частота, выраженная но-
мером, для которого справедливо неравен-
ство: ( / 2 1)p h N⋅ ≤ − ; 0, ( 1)n N= − ; 

1,k h= . 
Применив изложенные выше материалы 

по ДПГ, воспользовавшись формулами 
сумм тригонометрических функций [19, 20] 

1

1sin sin sin cosec
2 2 2

h

k

h hx xkx x
=

+
=∑ ;    (13) 

1

1cos cos sin cosec
2 2 2

h

k

h hx xkx x
=

+
=∑      (14) 

и выполнив подстановку 02x p n= π⋅ ⋅ , полу-
чим аналитическое выражение для огибаю-
щей ( )A n  ангармонического дискретного 
сигнала ( )x n  (13) как функции от числа со-
ставляющих h : 

0

0

sin( )( )
sin( )

h p nA n
p n

⋅ π ⋅ ⋅
=

π⋅ ⋅
, 0, ( 1)n N= − .  (15) 

Подстановка в соотношении (16) 0n =  
приводит к неопределенности 0 / 0 . Приме-
нив для раскрытия неопределенности пра-
вило Лопиталя для дискретного случая, по-
лучим ( )A n h=  при 0n = .  

На рис. 3–5 приведены ангармонические 
дискретные сигналы и их модули спектров, 
а также огибающие ангармонических дис-
кретных сигналов и их модули спектров при 

128N = , 5p = , 2h = , 4h = , 6h = . 
 

 
Рис. 3. Ангармонический дискретный сигнал с числом составляющих 2=h  – а; модуль спектра ан-
гармонического дискретного сигнала – б; модуль спектра огибающей ангармонического дискретно-
го сигнала – в 
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Рис. 4. Ангармонический дискретный сигнал с числом составляющих 4=h  – а; модуль спектра ан-
гармонического дискретного сигнала – б; модуль спектра огибающей ангармонического дискретно-
го сигнала – в 

 
Рис. 5. Ангармонический дискретный сигнал с числом составляющих 6=h  – а; модуль спектра ан-
гармонического дискретного сигнала – б; модуль спектра огибающей ангармонического дискретно-
го сигнала – в 
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Экспериментальные исследования на мо-
дельных действительных ангармонических 
дискретных сигналах подтвердили резуль-
таты, полученные теоретически в аналити-
ческой форме.  

Можно показать, что спектральный ана-
лиз огибающей ангармонического дискрет-
ного действительного сигнала (13) даже при 
отсутствии в его составе некоторых состав-
ляющих (в том числе и нормированной ос-
новной частоты – 0p ) позволяет надежно 
определять основную частоту ангармониче-
ского сигнала. 

В заключение отметим некоторые пред-
метные области приложений полученных 
результатов: определение основного тона 
музыкально-акустических и речевых сигна-
лов, анализ звукорядов при виброакустиче-
ском функциональном диагностировании 
механических объектов, компьютерной ме-
дицинской диагностике, а также пассивной 
гидроакустике.  
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Anharmonic Discrete Signal Envelope Detection with Hilbert Transform in the Frequency Domain  
 
In this work the use of the Hilbert transform in the frequency domain for anharmonic signal envelope detec-

tion (instantaneous amplitudes) is considered. Anharmonic discrete signals are considered as an individual class 
of discrete signals due to their specific properties and wide application of anharmonic signals to describe infor-
mation signals in the following subject areas: acoustics (including psycho-acoustics and musical acoustics), 
geophysics, vibration acoustic functional diagnosing of mechanical objects, computer-aided medical diagnos-
tics, passive hydro-acoustics. Physical conditions for the choice of a signal associated with the actual anhar-
monic signal are given. The algorithm of a hypothetic measurer of instant values of the envelope, phase and fre-
quency of the actual signal is proposed. It is shown that the frequency-domain analytic signal generation has 
advantages in comparison  with time-domain analytic signal generation. The structure  of  obtaining the discrete  
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analytic signal by method of Fourier discrete transform of the actual discrete signal is proposed. Analytical ex-
pressions of the anharmonic discrete signal envelopes with a different number of components of equal amplitude 
are obtained. The results of experimental studies on model anharmonic signals are presented that prove the re-
sults obtained theoretically in an analytic form. 

 
Keywords: anharmonic discrete signal, envelope, discrete Fourier transform, discrete Hilbert transform, musical-

acoustic signal, frequency spectrum. 
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