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Исследуются проблемы обработки двумерных сигналов в пространственно-частотной области на базе двумерного 
дискретного преобразования Фурье. Рассмотрено общее определение и математическое описание двумерного дискретно-
го сигнала в пространственной области. Дана алгебраическая форма двумерного дискретного преобразования Фурье, 
кратко рассмотрены основные свойства двумерного дискретного преобразования Фурье. Проведен (по отечественным и 
зарубежным информационным источникам) системный анализ дискретных двумерных сигналов (природы их происхож-
дения, источников формирования), а также методов их обработки, основанных на двумерном дискретном преобразова-
нии Фурье. Рассмотрены  приложения дискретных двумерных сигналов в различных предметных областях. Рассмотрены 
достоинства и недостатки цифровых методов дискретной двумерной обработки на основе двумерного дискретного 
преобразования Фурье. Выдвинута рабочая гипотеза решения проблематики дискретной двумерной обработки сигналов в 
пространственно-частотной области путем разработки новых двумерных базисных систем, сочетающих преимущест-
ва двумерного дискретного базиса Фурье и снижающих (устраняющих) влияние его негативных эффектов. Показано, что 
двумерный вариант дискретного канонического разложения случайных сигналов, разработанный В. С. Пугачевым, пред-
полагает (по умолчанию) видоизменение стандартной циклической двумерной корреляционной функции исходного сигна-
ла. Предложены пути решения указанной проблемы. 
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Введение 
Проведение исследований в различных 

предметных областях дает примеры множества 
дискретных двумерных сигналов, которые, с 
одной стороны, являются информационными 
(поскольку содержат информацию о состояни-
ях, свойствах и характеристиках тех или иных 
сложных прикладных объектов), с другой сто-
роны, являются принципиально дискретными и 
двумерными, что требует применения для их 
обработки цифровых двумерных методов ана-
лиза. Из цифровых двумерных методов обра-
ботки дискретных двумерных сигналов наи-
большее распространение получил аппарат 
двумерного дискретного преобразования Фурье, 
который, как показала практика, имеет кроме 
достоинств и ряд недостатков. 

Целью данной работы является исследование 
проблем обработки двумерных сигналов в про-
странственно-частотной области на базе дву-
мерного дискретного преобразования Фурье. 

Основной раздел 
С математической точки зрения дискретный 

двумерный сигнал ( , )x m n  – это двумерная по-
следовательность, являющаяся множеством 
действительных (или в общем случае комплекс-
ных) чисел, определенных для упорядоченных 
пар целых чисел m  и n  при ,m n−∞ < < +∞ . 
В данной работе рассматриваются дискретные 
двумерные сигналы конечной длины (другими 
словами, двумерные последовательности конеч-
ной длины).  

Известны два вида описаний дискретного 
двумерного сигнала ( , )x m n  в прямоугольной 
опорной области, т. е. при 10 1m N≤ ≤ −  и 

20 1n N≤ ≤ − : 
• матричное представление двумерного сиг-

нала ( , )x m n : 
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• векторное представление двумерного сиг-
нала ( , )x m n , суть которого заключается в фор-
мировании из матричного описания двумерного 
сигнала ( , )x m n  одного вектора путем операции 
считывания матрицы 

1 2N NX ×  по столбцам (или 
строкам). 

В двумерном случае при выборе системы 
решетчатых функций в виде системы двумер-
ных дискретных экспоненциальных функций 
(ДДЭФ) (система является базисом дискретного 
двумерного унитарного преобразования Фурье): 
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где 1 2,k k  – пространственные частоты; 

11 1, 0,( 1)k n N= − ; 
22 2, 0,( 1)k n N= − . 

Мы приходим к алгебраической форме пря-
мого двумерного дискретного преобразования 
Фурье (ДДПФ) двумерного сигнала 1 2( , )x n n : 
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где 1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  – пространст-
венные частоты; 1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 

1 10, 1,n N= −  2 20, 1,n N= −  
1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэф-

фициенты ДДПФ (двумерный векторный про-
странственно-частотный спектр сигнала 

1 2( , )x n n ). 
Моделирование двумерных дискретных 
экспоненциальных функций 
На рис. 1, а, б, в приведены примеры базис-

ных функций ДДЭФ при различных 1 2,k k  (для 
упрощения на рис. 1 приведены огибающие 
ДДЭФ).  

Можно показать, что энергетический спектр 
сигнала 1 2( , )x n n : 

1 2( , )G k k =
1 2

2
, 1 2( , )N NS k k              (4) 

является лишь прореженным вариантом «ис-
тинного» энергетического спектра сигнала 

1 2( , )x n n , полученного с помощью двумерной 
версии теоремы Винера – Хинчина.  

Аналогичное утверждение справедливо и от-
носительно канонического разложения Пугаче-
ва.  

 

 
а 

Рис. 1. Базисная функция двумерного дискретного преобразования Фурье при 1 2 64N N= =   
и различных значениях 1k  и 2k  (начало) 
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Рис. 1. Окончание (начало на с. 72) 
 
Системный анализ дискретных  
двумерных сигналов 
Системный анализ дискретных двумерных 

сигналов (природы их происхождения, источни-
ков формирования, методов их обработки и их 
приложений), проведенный как по отечествен-
ным, так и зарубежным разработкам [1–26] по-
зволил выделить следующие основные виды 
источников их формирования, а также предмет-
ные области их приложений: 

1. Электромагнитные волны: 
• Гамма-излучение (длина волны 1110−  м). 

Предметные области приложения – медицин-
ская радиология, астрономические исследова-
ния, контроль оборудования в атомной про-
мышленности. 

• Рентгеновское излучение (длина волны 
10 910 10− −−  м). Предметные области приложе-

ния – компьютерная томография, ангиография, 

контроль и техническая диагностика в промыш-
ленности, астрономические исследования). 

• Ультрафиолетовое излучение (длина волны 
8 710 10− −−  м). Предметные области приложе-

ния – техническая диагностика и контроль в 
промышленности, флуоресцентная микроско-
пия, литография, лазерная техника, биологиче-
ские и астрономические исследования. 

• Видимый свет и инфракрасное излучение 
(длина волны 6 310 10− −− м). Предметные об-
ласти приложения – микроскопия, астрономи-
ческие наблюдения, контроль и техническая ди-
агностика выпускаемой продукции, контроль 
дорожного движения, дистанционное зондиро-
вание земной поверхности, экологический мо-
ниторинг, метеорология, криминалистика. 

• Микроволновое излучение (СВЧ-излучение) 
(длина волны 2 110 10− − м). Предметные облас-
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ти приложения – радиолокация, исследование 
труднодоступных районов земли. 

• Радиоволны (длина волны 2 310 10− м). 
Предметные области приложения – медицин-
ская диагностика, основанная на методе ядерно-
го магнитного резонанса, астрономические ис-
следования. 

2. Акустические волны: 
• Инфразвуковые колебания (частота колеба-

ний 1 100−  Гц). Предметные области прило-
жения – геологическая разведка полезных ис-
копаемых, пассивная гидролокация, морская 
геология, сейсмология. 

• Звуковые колебания (частота колебаний 
100 20000−  Гц). Предметные области прило-
жения – акустика, психоакустика, пассивная 
гидролокация, музыкальная акустика. 

• Ультразвуковые колебания (частота коле-
баний 20  кГц – 30МГц). Предметные области 
приложения – медицинская диагностика, кон-
троль и техническая диагностика в промышлен-
ности. 

3. Многомерные временные ряды. Пред-
метные области приложения – акустика, пси-
хоакустика, пассивная гидролокация, музы-
кальная акустика, измерения, медицинская 
диагностика, геофизика, контроль и техниче-
ская диагностика в промышленности, эконо-
мика, экологический мониторинг, метеороло-

гия, биологические и астрономические иссле-
дования. 

4. Сфокусированные пучки электронов. 
Предметные области приложения – трансмис-
сионная и сканирующая электронная микроско-
пия, физика высокотемпературной плазмы). 

5. Компьютерная генерация двумерных 
сигналов. Предметные области приложения – 
построение 3D-моделей сложных прикладных 
объектов, компьютерная графика. 

Проведенный системный анализ двумерных 
методов обработки сигналов и предметных об-
ластей их приложений позволил сделать также и 
следующие важные выводы: 

• Физическая природа источников формиро-
вания дискретных двумерных сигналов много-
образна, а предметные области их приложений 
обширны и многочисленны. 

• В методах обработки дискретных двумер-
ных сигналов широкое применение нашли раз-
личные унитарные преобразования [27, 28], та-
кие, например, как: преобразование Фурье, ко-
синусное преобразование, преобразование 
Хаара, преобразование Уолша, преобразование 
Карунена – Лоева, а также вейвлет-анализ. 

• Практически во всех предметных областях 
двумерное дискретное преобразование Фурье 
играет ведущую роль (рис. 2), благодаря целому 
ряду присущих ему преимуществ.  

 

 
Рис. 2. Предметные области приложения двумерного дискретного преобразования Фурье  
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Основные преимущества двумерного дис-
кретного преобразования Фурье – ядра преоб-
разования симметричны и разделимы, преобра-
зование может быть реализовано быстрыми ал-
горитмами, а получаемые с помощью его 
оценки структурно устойчивы (робастны). 

• Практика применения двумерного дискрет-
ного преобразования Фурье кроме положитель-
ных его свойств выявила и ряд негативных эф-
фектов, присущих данному преобразованию. 
Основные недостатки двумерного дискретного 
преобразования Фурье – проявление следующих 
негативных двумерных эффектов: эффекта 
утечки, эффекта паразитной амплитудной моду-
ляции, эффекта частокола, эффектов наложения 
в пространственной, пространственно-частот-
ной и корреляционной областях. 

Выводы 
1. Двумерные сигналы являются универ-

сальным математическим аппаратом для описа-
ния информации, предназначенной как для           
восприятия человеком, так и для хранения, пе-
редачи и представления информации в искусст-
венных системах.  

2. С целью повышения эффективности дву-
мерной обработки сигналов представляется 
важным и актуальным проведение теоретиче-
ских и прикладных исследований по проблема-
тике разработки новых и совершенствованию 
существующих методов и алгоритмов дискрет-
ной двумерной Фурье – обработки сигналов. 

3. В качестве рабочей гипотезы решения 
проблематики дискретной двумерной обработки 
сигналов предлагается считать разработку но-
вых двумерных базисных систем сочетающих 
преимущества двумерного дискретного базиса 
Фурье и устраняющих его негативные эффекты. 
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Two-Dimensional Signal Processing in the Discrete Fourier Basis 
 
A. V. Ponomarev, PhD in Economics, Associate Professor, Kalashnikov ISTU 
 
The problems of processing two-dimensional signals in the spatial-frequency domain on the basis of a two-dimensional discrete 

Fourier transform are investigated. The general definition and mathematical description of a two-dimensional discrete signal in a 
spatial domain is considered. An algebraic form of a two-dimensional discrete Fourier transform is given, and the basic properties 
of a two-dimensional discrete Fourier transform are briefly considered. A system analysis of discrete two-dimensional signals (the 
nature of their origin, sources of formation), as well as methods of their processing based on a two-dimensional discrete Fourier 
transform, has been carried out (according to Russian and foreign information sources). The applications of discrete two-
dimensional signals in various subject areas are considered. The advantages and disadvantages of digital methods for discrete two-
dimensional processing based on a two-dimensional discrete Fourier transform are considered. A working hypothesis was put for-
ward to solve the problem of discrete two-dimensional signal processing in the spatial-frequency domain by developing new two-
dimensional basis systems combining the advantages of two-dimensional discrete Fourier basis and reducing (eliminating) the 
influence of its negative effects. It is shown that the two-dimensional version of the discrete canonical decomposition of random 
signals, developed by Pugachev VS, implies (by default) a modification of the standard cyclic two-dimensional correlation function 
of the original signal. Solutions to this problem are proposed. 

 
Keywords: two-dimensional discrete Fourier transform, cyclic two-dimensional correlation function, spatial domain, spatial 

frequency domain, canonical decomposition of a random signal. 
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