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Предложен метод обработки двумерных дискретных сигналов в пространственно-частотной области – метод гори-
зонтально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье. Рассмотрен математический аппарат прямого 
двумерного дискретного преобразования Фурье в алгебраической и матричной форме. Рассмотрены этапы  выполнения 
двумерного дискретного преобразования Фурье с помощью одномерного быстрого преобразования Фурье. Разработан 
эффективный метод и алгоритм горизонтально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье, который 
позволяет вычислять коэффициенты данного преобразования в реальном масштабе времени. Проведена оценка эффек-
тивности алгоритма горизонтально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье с точки зрения вычис-
лительных затрат в сравнении с известными алгоритмами. В результате экспериментальных исследований на модель-
ных двумерных дискретных сигналах доказана обоснованность, эффективность и достоверность предложенного метода 
и алгоритма горизонтально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье. Проведено сравнении разрабо-
танного метода горизонтально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье с со стандартным методом 
получения коэффициентов двумерного дискретного преобразования с точки зрения вычислительных затрат. Построены 
поверхности относительной экономии вычислений в разработанном алгоритме  в сравнении со стандартным алгорит-
мом горизонтально скользящей обработки двумерных дискретных сигналов.  
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Введение 
Трудно переоценить роль и место методов 

цифровой обработки дискретных двумерных 
сигналов, которое они занимают в различных 
областях научных исследований. Эти методы 
имеют самое широкое применение в таких пред-
метных областях, как медицинская радиология, 
биологические и астрономические исследования, 
компьютерная томография, ангиография, кон-
троль и техническая диагностика в промышлен-
ности, лазерная техника, контроль дорожного 
движения, дистанционное зондирование земной 
поверхности, экологический мониторинг, метео-
рология, криминалистика, геологическая развед-
ка полезных ископаемых, пассивная и активная 
гидролокация, морская геология, сейсмология, 
акустика, психоакустика, музыкальная акустика, 
трансмиссионная и сканирующая электронная 
микроскопия, физика высокотемпературной 
плазмы, построение 3D-моделей сложных при-
кладных объектов, компьютерная графика. От-
метим, что данный вид сигналов, во-первых, от-
носится к информационным, поскольку содер-
жит информацию о свойствах, состояниях и 
характеристиках исследуемых сложных техниче-
ских систем, и, во-вторых, в силу своей специ-
фики требуют разработки новых и совершенст-
вования существующих методов их двумерной 
спектральной обработки.  

Классическим методом пространственно-
частотной обработки двумерных дискретных 
сигналов является двумерное дискретное преоб-

разование Фурье, позволяющее получать дву-
мерный пространственно-частотный спектр. 
В то же время имеется ряд приложений [1–28], 
где необходимо находить значения двумерного 
пространственно-частотного спектра не на всех 
пространственных частотах, а на их подмноже-
стве. В этом случае применение полного вари-
анта двумерного дискретного преобразования 
Фурье даже на основе быстрого преобразования 
Фурье становится малоэффективным, поскольку 
большая часть полученных  коэффициентов 
двумерного дискретного преобразования Фурье 
не используется. 

Целью данной работы является разработка 
методов и алгоритмов горизонтальной скользя-
щей пространственно-частотной обработки 
двумерных дискретных сигналов на основе 
двумерного дискретного преобразования Фурье.  

Основные положения 
Пусть задан дискретный двумерный ком-

плексный сигнал ),( 21 nnx  в виде двумерной ком-
плексной последовательности конечной длины 
(т. е. при 1 10 ( 1)n N≤ ≤ −  и 2 20 ( 1)n N≤ ≤ − ) в 
прямоугольной опорной области (конкретно на 
плоскости). 
Прямое двумерное дискретное преобразова-

ние Фурье (ПДДПФ) двумерного сигнала 
1 2( , )x n n , которое представляет собой частный 

случай прямого двумерного z-преобразования 

1 21 2 1 21 2
, 1 2 1 2 ,

( , ) ( , ) k k
N N

N N z W z W
S k k X z z

= =
= ,      (1) 
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может быть описано в алгебраической и в мат-
ричной форме.  

 

Алгебраическая форма: 
1 2

1 2
1 2

1 1
1 1 2 2

1 2 1 2,
0 01 2 1 2

1( , ) ( , ) exp 2 ( )
N N

N N
n n

k n k nS k k x n n j
N N N N

− −

= =

⎡ ⎤
= − π + =⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦

∑ ∑  

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

k n k n
N N

n n
x n n W W

N N

− −

= =

= ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ ,                                                (2) 

где 1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  – пространст-
венные частоты; 1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 

1 10, 1,n N= −  2 20, 1,n N= − ; 1 1

1

k n
NW =  

1 1
1

2exp( ( ))j k n
N
π

= − ; 2 2

2 2 2
2

2exp( ( ))k n
NW j k n

N
π

= − ; 

1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэффициенты (бины) ДДПФ 

(двумерный векторный пространственно-час-
тотный спектр). 
Матричная форма: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1
N N N N N N N NS F X F

N N× × × ×= ⋅ ⋅
⋅

,      (3) 

где 

1 2

22

2

2

1 1 1 1 2

1

0 1 . . ( 1)
0 (0,0) (0,1) . . (0, 1)
1 (1,0) (1,1) . . (1, 1)
. . . . . .
. . . . . .

( 1) ( 1,0) ( 1,1) . . ( 1, 1)

N N

nN
x x x N
x x x N

X

N x N x N x N N
n

×

−
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

;                      (4) 

2

2 2 2
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;                               (5) 
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.                                (6) 

Как известно, ядро ПДДПФ (2) разделимо, 
что позволяет выполнить ПДДПФ в два этапа. 
Этап первый. Представим 

1 2, 1 2( , )N NS k k  в сле-
дующем виде: 

1 2
1 2,

( , )
N N

S k k =  

=
1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
01 2

1 [ ( , ) ]
N N

k n k n
N N

n n
W x n n W

N N

− −

=⋅ ∑ ∑ . 

При изменении 1 0,( 1)n N= −  выражение в 
квадратных скобках есть не что иное, как 1N од-
номерных ДПФ. Обозначим результат выполне-
ния каждого из 1N  одномерных ДПФ как  
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2
2 2

2 2

2

1

1 2 1 2
02

1( , ) ( , )
N

k n
N N

n
S n k x n n W

N

−

=

= ∑ ,  

( )1 10, 1n N= − .                      (7) 

Этап второй. Используя результаты, полу-
ченные на первом этапе, представим 

1 2, 1 2( , )N NS k k  в следующем виде: 

1
1 1

1 2 1 2

1

1

, 1 2 1 2
01

1( , ) ( , )
N

k n
N N N N

n
S k k W S n k

N

−

=

= ∑ ,  

( )2 20, 1k N= − .                       (8) 

Выражение (8) тоже есть не что иное, как 2N  
одномерных ДПФ, выполнив которые, мы полу-
чаем искомый результат – двумерный векторный 
пространственно-частотный спектр 

1 2, 1 2( , )N NS k k . 

Таким образом, для получения 
1 2, 1 2( , )N NS k k  

1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  необходимо вы-
полнить 1 2N N⋅  одномерных ДПФ. Отметим, что 
при вычислении одномерных ДПФ может быть 
эффективно использованы алгоритмы быстрого 
преобразования Фурье – БПФ. 

Рассмотрим пространственно-частотную об-
работку двумерных дискретных сигналов в гори-
зонтально скользящем пространственном окне 
анализа. На рис. 1 приведен пример горизон-
тального сдвига пространственного окна анализа. 

Рассмотрим предпосылки для разработки ме-
тодов скользящей пространственно-частотной 
обработки двумерных дискретных сигналов на 
основе двумерного дискретного преобразования 
Фурье. Для этого обратимся к матричной форме 
ДДПФ (3) и соотношениям (7)–(9).  

 

 
а                                                                                         б 

Рис. 1. Пример  горизонтального скольжения дискретного пространственного окна анализа 3×3 по двумер-
ному дискретному сигналу: а – нулевой сдвиг; б – сдвиг ГС+ на один отсчет 

 
Пусть нам необходимо найти коэффициент 

(бин) двумерного дискретного преобразования 
1 , 2 1 2( )N NS k k  на пространственной частоте 

1 2( , )k k  по отсчетам входного сигнала 1 2( , )x n n . 
В этом случае матричное уравнение (3) преоб-
разуется к виду 

1 1 1 1

1 1 1

0 1 ( 1)
1 2( , ) [ , ,... ]k k k N

N N NS k k W W W⋅ ⋅ ⋅ −= ×  

1 2N NX ×× ⋅

2

2

2

2

2 2

2

0

1

( 1)

.

.

k
N

k
N

N k
N

W

W

W

⋅

⋅

− ⋅

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.                (9) 

На первом этапе согласно выражению (9) 
проводим умножение базисной функции частоты 

2k  и длительностью 2N  на матрицу дискретного 

двумерного сигнала 1 2( , )x n n . В результате полу-
чаем столбцевую матрицу 

2 1 2( , )NS n k  размером 

1N , затратив на эту процедуру 2 1N N⋅  комплекс-
ных умножений и 2 1( 1)N N− ⋅  комплексных сло-
жений. Далее, на втором этапе осуществляем ум-
ножение базисной функции частоты 1k  и дли-
тельностью 1N  на столбцевую матрицу размером 

1N , полученную на первом этапе, затратив на эту 
процедуру 1N  комплексных умножений и 

1( 1)N −  комплексных сложений. 
Таким образом, на получение одного коэф-

фициента двумерного дискретного преобразо-
вания 

1 , 2 1 2( )N NS k k  на пространственной частоте 

1 2( , )k k  необходимо затратить 2 1( 1)N N⋅ +  ком-
плексных умножений и 2 1( 1) ( 1)N N− ⋅ +  ком-
плексных сложений. Учитывая, что выполнение 
одного комплексного умножения требует четы-
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рех действительных умножений и двух действи-
тельных сложений, а одно комплексное сложе-
ние двух действительных сложений, то на полу-
чение значения одного коэффициента двумер-
ного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( )N NS k k  

необходимо затратить 1 24 ( 1)N N⋅ ⋅ +  действи-
тельных умножений и 1 24 N N⋅  действительных 
сложений.  

Отметим, что этот объем вычислений необ-
ходимо выполнять при каждом сдвиге двумер-
ного пространственного окна анализа по дву-
мерному сигналу 1 2( , )x n n  (рис. 1). В то же вре-
мя из рис. 1 нетрудно видеть, что при любом 
виде сдвига двумерного сигнала 1 2( , )x n n  боль-
шое число значений комплексной матрицы 

1 2N NX ×  в пространственном окне анализа оста-
ется неизменным. 

Введем в рассмотрение понятие горизон-
тальной скользящей обработки двумерных дис-
кретных сигналов 1 2( , )x n n  в пространственно-
частотной области по видам скольжения про-
странственного окна анализа по двумерному 
дискретному сигналу: ГС скользящая обработ-
ка двумерных дискретных сигналов в простран-
ственно-частотной области (ГС+ и ГС–). 

Отметим, что сдвиг пространственного окна 
по двумерному дискретному сигналу можно 
рассматривать и как сдвиг двумерного дискрет-
ного сигнала в пространственном окне анализа в 
противоположном направлении движению про-
странственного окна. 

Метод горизонтально скользящей  
обработки двумерных дискретных сигналов 
в пространственно-частотной области 
Рассмотрим метод ГС+ скользящей обработ-

ки двумерных дискретных сигналов в простран-
ственно-частотной области, который позволяет 
устранить  указанную  выше  избыточность  при 

нахождении коэффициента (бина) двумерного 
дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS k k  на 

пространственной частоте 1 2( , )k k . 
Введем обозначение 1 2

1 2

( , )
, ( )k k

N NS r  для бина дву-
мерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS k k , полученного при сдвиге ГС+ про-

странственного окна анализа на r  отсчетов 
вправо по двумерному дискретному сигналу 

1 2( , )x n n : 
1 2

1 2

( , )
, ( )k k

N NS r = 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 [( ),( ) ]
N N

k n k n
N N

n n

x n n r W W
N N

− −

= =

= + ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ ; 

где 0,1,2,....r =                 (10) 

Из соотношения (10) непосредственно следу-
ет, что при 0r =  

1 2

1 2

( , )
, (0)k k

N NS
1 2

1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

k n k n
N N

n n
x n n W W

N N

− −

= =

= ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ ,     

(11) 
а при 1r =  

1 2

1 2

( , )
, (1)k k

N NS = 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 [( ),( 1)]
N N

k n k n
N N

n n
x n n W W

N N

− −

= =

= + ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ . (12) 

Введя переменную 2 2 1m n= + , преобразуем 
выражение (12) к виду  

1 2

1 2

( , )
, (1)k k

N NS =  

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1
( 1)

1 2
0 11 2

1 ( , )
N N

k n k m
N N

n m

x n m W W
N N

−
⋅ ⋅ −

= =
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⋅ ∑ ∑ .   (13) 

Используя свойство разделимости ядра 
ПДДПФ, выражение (13) представим в следую-
щем виде: 

 

1 2

1 2

( , )
, (1)k k

N NS =
1 2

1 1 2 2 2

1 2 2

1 2

1

1 2
0 11 2

1 1 ( , )
N N

k n k m k
N N N

n m
W x n m W W

N N

−
⋅ ⋅ −

= =
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⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎩ ⎭ ⎦
∑ ∑ .                       (14) 

Изменим пределы суммирования суммы в фи-
гурных скобках соотношения (14) путем сложе-
ния и вычитания соответствующих членов: 

2
2 2 2

2 2
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1 2
12
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N N
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−⋅

=
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Nx n W ⋅⎡
⋅⎢

⎣
2 2

21 2( , ) k N
Nx n N W ⋅ ⎤ ⎫

− ⋅ =⎬⎥
⎦ ⎭

 

2 1 2

2 2

( , )
1 1 2

2

1(0) ( ,0) ( , ) ,k n k
N NW S x n x n N

N
− ⎡ ⎛ ⎞ ⎤= ⋅ − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎝ ⎠ ⎦

   (15) 
где 1 2

2

( , ) (0)n k
NS  – результат одномерного ДПФ на 

частоте 2k  (первый этап, формула (9)). 
Выражение (14) с учетом соотношения (15) 

можно переписать в следующем виде: 
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1 2

1 2

( , )
, (1)k k

N NS =
1

1 1

1

1

1

01

1 N
k n

N
n

W
N

−
⋅

=

⎧
⎨
⎩
∑ 2 1 2

2 2

( , )
1 1 2

2

1(0) ( ,0) ( , )k n k
N NW S x n x n N

N
− ⎡ ⎛ ⎞ ⎤ ⎫

⋅ ⋅ − − ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎝ ⎠ ⎦ ⎭

.             (16) 

Формулой (16) определен метод скользящей 
обработки при сдвиге ГС+ в пространственно-
частотной области, позволяющий рекуррентно 
вычислить коэффициент двумерного дискретно-
го преобразования 1 2

1 2

( , )
, ( )k k

N NS r  на пространствен-
ной частоте 1 2( , )k k  по отсчетам входного сиг-

нала 1 2[ ,( )]x n n r+  1 10, 1,n N= −  2 20, 1n N= − , 
1,2,3,...r =  
Приведем алгоритм, реализующий разрабо-

танный метод скользящей обработки при ГС+ 
сдвиге в пространственно-частотной области, 
который позволяет с помощью рекуррентной 
процедуры находить коэффициент двумерного 
дискретного преобразования 1 2

2

( , ) ( )n k
NS r  на r  ша-

ге, используя результат предыдущего шага – 
1 2

2

( , ) ( 1)n k
NS r − . 
Алгоритм скользящей обработки  
в пространственно-частотной области  
при ГС+ сдвиге двумерных дискретных 
сигналов  
1. Найти столбцевую матрицу 

2 1 2( , )NS n k  
размером 1n  путем умножения базисной функ-
ции длительностью 2n  и частоты 2k  на матрицу 
дискретного двумерного сигнала 1 2( , )x n n . 

2. Запомнить столбцевую матрицу 
2 1 2( , )NS n k  

как столбцевую матрицу 1 2

2

( , ) (0)n k
NS . 

3. Вычислить значение коэффициента дву-
мерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( )N NS k k  путем умножения столбцевой мат-

рицы 
2 1 2( , )NS n k  на базисную функцию дли-

тельностью 1n  и частоты 1k . 
4. Осуществить ГС+ сдвиг дискретного про-

странственного окна на один отсчет вправо по 
двумерному сигналу 1 2( , )x n n  и получить матрицу 
дискретного двумерного сигнала 1 2[ ,( 1)]x n n + . 

5. Сформировать согласно соотношению (16) 
столбцевую матрицу 1 2

2

( , ) (1)n k
NS . 

6. Вычислить значение коэффициента дву-
мерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( )N NS k k  путем умножения столбцевой мат-

рицы 1 2

2

( , ) (1)n k
NS  на базисную функцию длитель-

ностью 1N  и частоты 1k . 
7. Перейти к выполнению пункта № 4. 
Отметим, что выход алгоритма скользящей 

обработки в пространственно-частотной облас-
ти при ГС+ сдвиге двумерных дискретных сиг-
налов на скользящий режим (выполнение пер-
вых трех этапов) может осуществляться с по-
мощью алгоритмов быстрого преобразования 
Фурье (алгоритмов БПФ). 

Рассмотрим эффективность предлагаемого 
алгоритма скользящей обработки двумерных 
дискретных сигналов в пространственно-
частотной области в сравнении со стандартным 
методом получения коэффициента двумерного 
дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( )N NS k k . После 

несложных выкладок можно установить, что:  
– стандартный алгоритм скользящей обра-

ботки двумерных дискретных сигналов в про-
странственно-частотной области требует для 
получения коэффициента 

1 , 2 1 2( )N NS k k  двумер-

ного дискретного преобразования 1 24 ( 1)N N⋅ ⋅ +  
действительных умножений и 1 24 N N⋅ ⋅  дейст-
вительных сложений; 

– предлагаемый алгоритм скользящей обра-
ботки двумерных дискретных сигналов в про-
странственно-частотной области требует для 
получения коэффициента 

1 , 2 1 2( )N NS k k  двумер-

ного дискретного преобразования 18 N⋅  дейст-
вительных умножений и 1(10 2)N⋅ −  действи-
тельных сложений.  

Введем критерий эффективности, в качест-
ве которого, аналогично работе [29], исполь-
зуем относительную экономию вычислений 
при применении сравниваемых алгоритмов 
Aи B : 

 

числооперацийвалгоритме числооперацийвалгоритмеγ 100%
числооперацийвалгоритме

А B
А

−
= ⋅ .             (17) 

Под числом операций в соотношении (17) бу-
дем понимать число действительных умножений 
или число действительных умножений и сложе-
ний (в случае применения высокоскоростных 
умножителей) в сравниваемых алгоритмах.  

На рис. 2 приведена относительная экономия 
операций умножения в процентах при примене-
нии предлагаемого алгоритма в сравнении со 
стандартным алгоритмом получения коэффици-
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ента двумерного дискретного преобразования 
1 , 2 1 2( )N NS k k . 

 
Рис. 2. Относительная экономия умножений γ  в 

процентах в сравнении со стандартным алгоритмом 
 
На рис. 3 приведена относительная экономия 

операций умножения и сложения в процентах 
при применении предлагаемого алгоритма в 
сравнении со стандартным алгоритмом получе-
ния коэффициента двумерного дискретного 
преобразования 

1 , 2 1 2( )N NS k k . 

 
Рис. 3. Относительная экономия умножений и сло-
жений γ  в процентах в сравнении со стандартным 
алгоритмом 

 
Рассмотрим метод ГС– скользящей обработ-

ки двумерных дискретных сигналов в простран-
ственно-частотной области, который позволяет 
устранить указанную выше избыточность при 
нахождении коэффициента (бина) двумерного 
дискретного преобразования )( 212,1

kkS NN  на 

пространственной частоте ),( 21 kk . 

Введем обозначение 1 2

1 2

( , )
, ( )k k

N NS r−  для бина 
двумерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( )N NS k k , полученного при сдвиге ГС– про-

странственного окна анализа на r  отсчетов  
влево по двумерному дискретному сигналу 

),( 21 nnx : 

1 2

1 2

( , )
, ( )k k

N NS r− =  

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 [( ),( )]
N N

k n k n
N N

n n
x n n r W W

N N

− −

= =

= − ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ ,  (18) 

где ....,2,1,0=r  
Из соотношения (10) непосредственно следу-

ет, что при 0=r  
1 2

1 2

( , )
, (0)k k

N NS =  

22
2

11

1

1

1

2

2

1

0
21

1

021
),(1 nk

N
nk

N

N

n

N

n
WWnnx

NN
⋅⋅

⋅
= ∑ ∑

−

=

−

=

,    (19) 

а при 1−=r  
1 2

1 2

( , )
, ( 1)k k

N NS − =  

22

2

11

1

1

1

2

2

])1(),[(1 1

0
21

1

021

nk
N

nk
N

N

n

N

n
WWnnx

NN
⋅⋅−

⋅
= ∑ ∑

−

=

−

=

. (20) 

Введя переменную 122 −= nm , преобразуем 
выражение (12) к виду  

1 2

1 2

( , )
, ( 1)k k

N NS − =  

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 2
( 1)

1 2
0 11 2

1 ( , )
N N

k n k m
N N

n m
x n m W W

N N

− −
⋅ ⋅ +

= =−

= ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ .  (21) 

Используя свойство разделимости ядра 
ПДДПФ, выражение (21) представим в следую-
щем виде: 

1 2

1 2

( , )
,

1

1( 1)k k
N NS

N
− = ×

1 2
1 1 2 2 2

1 2 2

1 2

1 2

1 2
0 12

1 ( , ) .
N N

k n k m k
N N N

n m
W x n m W W

N

− −
⋅ ⋅ +

= =−

⎡ ⎧ ⎫ ⎤
× ⋅ ⋅⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎩ ⎭ ⎦
∑ ∑  

 (22) 

Изменим пределы суммирования суммы в 
фигурных скобках соотношения (22) путем 
сложения и вычитания соответствующих чле-
нов: 

2
2 2 2

2 2

2

2

1 2
12

1 ( , )
N

k m k
N N

m
x n m W W

N

−
⋅ +

=−

⋅ ⋅ =∑  
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2 2
2 2 2

2

2

1

1 2
02

( , )
k N

N k m
N

m

W
x n m W

N

+ −
⋅

=

⎧ ⎡ ⎤
= ⋅ +⎨ ⎢ ⎥

⎩ ⎣ ⎦
∑  

2

2

0
1( , 1) k

Nx n W ⋅⎡
+ − ⋅⎢
⎣

2 2 2

2 21 2( , 1) k N k
N Nx n N W W⋅ +⎤ ⎫

− − ⋅ = ×⎬⎥
⎦ ⎭

 

1 2

2

( , )
1 1 2

2

1(0) ( , 1) ( , 1) ,n k
NS x n x n N

N
⎡ ⎛ ⎞ ⎤

× + − − −⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎝ ⎠ ⎦

 

 (23) 

где 1 2

2

( , ) (0)n k
NS  – результат одномерного ДПФ на 

частоте 2k  (первый этап, формула (9)). 
Выражение (22) с учетом соотношения (23) 

можно переписать в следующем виде: 

1 2

1 2

( , )
, ( 1)k k

N NS − =
1

1 1 2

1 2

1

1

01

1 N
k n k

N N
n

W W
N

−
⋅ +

=

⎧
× ×⎨

⎩
∑

1 2

2

( , )
1 1 2

2

1(0) ( , 1) ( , 1) .n k
NS x n x n N

N
⎡ ⎛ ⎞ ⎤ ⎫

× + − − − ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎝ ⎠ ⎦ ⎭

 

 (24) 

Формулой (24) определен метод скользящей 
обработки при сдвиге ГС– в пространственно-
частотной области, позволяющий рекуррентно 
вычислить коэффициент двумерного дискретно-
го преобразования )(),(

,
21
21

rS kk
NN −  на пространст-

венной частоте ),( 21 kk  по отсчетам входного 

сигнала )](,[ 21 rnnx −  ,1,0 11 −= Nn  1,0 22 −= Nn , 
1,2,3,...r =  
Алгоритм скользящей обработки в простран-

ственно-частотной области при сдвиге ГС– дву-
мерных дискретных сигналов аналогичен изло-
женному выше алгоритму скользящей ГС+ об-
работки. Что касается эффективности алгоритма 
скользящей обработки в пространственно-
частотной области при сдвиге ГС– двумерных 
дискретных сигналов, то она в точности такая 
же, как и эффективность алгоритма скользящей 
обработки в пространственно-частотной облас-
ти при сдвиге ГС+. 

Выводы 
Разработан эффективный метод и алгоритм 

горизонтально скользящего двумерного дис-
кретного преобразования Фурье, который по-
зволяет вычислять коэффициенты данного пре-
образования в реальном масштабе времени.  

Проведена в сравнении с известными алго-
ритмами оценка эффективности алгоритма 
скользящего двумерного дискретного преобра-
зования Фурье с точки зрения вычислительных 
затрат. 

В результате экспериментальных исследова-
ний доказана достоверность и обоснованность 
предложенного метода и алгоритма горизон-
тально скользящей двумерной дискретной обра-
ботки сигналов. 
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* * *  

Horizontal Moving Spatial Frequency Processing of Two-Dimensional Discrete Real Signals 
 
O. V. Ponomareva, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU 
 
A method for processing two-dimensional discrete signals in the spatial-frequency domain is proposed - a method of horizontal 

moving of two-dimensional discrete Fourier transform. The mathematical apparatus of the direct two-dimensional discrete Fourier 
transform in algebraic and matrix form is considered. The stages of performing a two-dimensional discrete Fourier transform us-
ing a one-dimensional fast Fourier transform are considered. An efficient method and algorithm for a horizontally sliding two-
dimensional discrete Fourier transform have been developed, which allows us to calculate the coefficients of a given transform in 
real time. The estimation of the efficiency of the algorithm of the horizontally sliding two-dimensional discrete Fourier transform 
from the point of view of computational costs in comparison with the known algorithms is carried out. As a result of experimental 
studies on model two-dimensional discrete signals, the validity, efficiency, and reliability of the proposed method and algorithm for 
a horizontally sliding two-dimensional discrete Fourier transform have been proved. A comparison is made of the developed 
method of a horizontally sliding two-dimensional discrete Fourier transform with a standard method for obtaining the coefficients 
of a two-dimensional discrete transform in terms of computational costs. The surfaces of relative savings of computations are con-
structed in the developed algorithm in comparison with the standard algorithm of horizontal moving processing of two-dimensional 
discrete signals. 

 
Keywords: two-dimensional discrete signal, two-dimensional discrete Fourier transform, spatial domain, spatial-frequency 

spectrum, spatial-frequency processing. 
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