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Показано, что обобщение одномерных методов цифровой обработки дискретных сигналов на двумерный случай яв-
ляется не только нетривиальной задачей, но часто решение такой проблемы просто невозможно. Предложено реше-
ние задачи интерполяции в пространственной области двумерных дискретных сигналов с помощью быстрых преобра-
зований Фурье. Показано различие задач интерполяции и аппроксимации двумерных дискретных сигналов. Дано опре-
деление дискретного двумерного сигнала на прямоугольной пространственной опорной плоскости в виде матрицы. 
Приведен математический аппарат матричного и алгебраического дискретного двумерного преобразования Фурье 
двумерных дискретных сигналов в пространственной области. Рассмотрен математический аппарат матричного и 
алгебраического дискретного двумерного преобразования Фурье двумерных дискретных сигналов в пространственно-
частотной области. Разработан метод и алгоритм интерполяции действительных и комплексных дискретных дву-
мерных сигналов в пространственной области. Проиллюстрирована обоснованность и достоверность предложенного 
метода интерполяции. Приведены результаты экспериментальных исследований предложенного алгоритма интерпо-
ляции на модельных двумерных дискретных комплексных сигналах. Выдвинута рабочая гипотеза повышения эффек-
тивности предложенного алгоритма интерполяции путем обобщения базиса дискретного двумерного преобразования 
Фурье (системы двумерных дискретных экспоненциальных функций), с целью учета специфики предложенного метода 
интерполяции. 
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Введение 
Цифровая обработка дискретных двумерных 

сигналов, частным случаем которых является 
цифровая обработка изображений, является 
одним из основных направлений научных ис-
следований во многих предметных областях. 
Среди предметных областей, в которых широ-
ко применяется данный вид обработки, следует 
назвать медицину, активную и пассивную гид-
ролокацию, сейсмологию, контроль и диагно-
стику естественных и искусственных систем, 
исследования в космической области. Дис-
кретные двумерные сигналы являются, с одной 
стороны, информационными, поскольку со-
держат информацию об исследуемых сложных 
прикладных объектах [1–28], с другой стороны, 
требуют разработки специальных двумерных 
методов обработки. Отметим, что обобщение 
одномерных методов обработки на двумерный 
случай является не только не тривиальной за-
дачей, но иногда просто невозможно. Напри-
мер, в общем случае не удается обобщить од-
номерную концепцию изолированных полю-
сов, нулей и корней на двумерный случай. 
Кроме того, большую роль в ограниченном 

применении перспективных одномерных мето-
дов обработки сигналов, принципиально до-
пускающих обобщение на двумерный случай, 
играет и так называемое проклятие размер-
ности.  

Целью данной работы является разработка 
методов интерполяции действительных и ком-
плексных дискретных двумерных сигналов в 
пространственной области на основе быстрых 
преобразований Фурье. 

Основной раздел 
С математической точки зрения дискретный 

двумерный сигнал 1 2( , )x n n  конечной длины – 
это двумерная последовательность конечной 
длины, являющаяся множеством действитель-
ных (или в общем случае комплексных) чисел, 
определенных для упорядоченных пар целых 
чисел 1n  и 2n  при 1 10 1n N≤ ≤ − ; 2 20 1n N≤ ≤ −  
[29–31].  

Дискретный двумерный сигнал 1 2( , )x n n  на 
прямоугольной пространственной опорной 
плоскости при 1 10 1n N≤ ≤ −  и 2 20 1n N≤ ≤ −  
может быть представлен в виде матрицы 
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При выборе для векторного и спектрального 
анализа дискретных двумерных сигналов уни-
тарного двумерного преобразования Фурье мы 
используем систему двумерных дискретных 
экспоненциальных функций (ДДЭФ) (система 
является базисом двумерного дискретного пре-
образования Фурье): 

1 2
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21
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1
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где 1 2,k k  – пространственные частоты; 

11 1, 0,( 1)k n N= − ; 
22 2, 0,( 1)k n N= − . 

Алгебраическая форма прямого двумерного 
дискретного преобразования Фурье (ПДДПФ) 
двумерного сигнала 1 2( , )x n n : 
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где 1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  – пространст-
венные частоты; 1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 

1 10, 1,n N= −  2 20, 1,n N= −  
1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэф-

фициенты ДДПФ (двумерный векторный про-
странственно-частотный спектр сигнала 

1 2( , )x n n ). 
Алгебраическая форма обратного двумерно-

го дискретного преобразования Фурье 
(ОДДПФ) двумерного векторного пространст-
венно-частотного спектра 

1 2, 1 2( , )N NS k k : 

1 2
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где 1 10,( 1),n N= −  2 20,( 1)n N= − ; 
1 2, 1 2( , )N NS k k  – 

двумерный векторный пространственно-
частотный спектр двумерного сигнала 

1 2( , )x n n .  
Двумерный векторный пространственно-

частотный спектр 
1 2, 1 2( , )N NS k k  на прямоуголь-

ной частотно-пространственной опорной плос-
кости при 1 10 1k N≤ ≤ −  и 2 20 1k N≤ ≤ −  может 
быть представлен в виде матрицы 
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Введем матрицы базисных систем преобразований ДДПФ: 



ISSN 1813-7911.  Интеллектуальные системы в производстве. 2019. Том 17, № 1 

 

90

2

2 2 2

2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2
0 ( 1)0 0 0 1

1 ( 1)1 0 11

(1)

( 1) 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
2

2

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N

N N N N
N N N

N k
W W W

W W W
F

N W W W
n

⋅ −⋅ ⋅

⋅ −⋅ ⋅

×

− ⋅ − ⋅ − ⋅ −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎣ ⎦

;                             (6) 

2

1 1 1

2

1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1
0 ( 1)0 0 0 1

1 ( 1)1 0 11

(2)

( 1) 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)
1

1

0 1 . . ( 1)
. .0
. .1

. . . . . .

. . . . . .
( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N

N N N N
N N N

N n
W W W

W W W
F

N W W W
k

⋅ −⋅ ⋅

⋅ −⋅ ⋅

×

− ⋅ − ⋅ − ⋅ −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎣ ⎦

.                             (7) 

Используя соотношения (1), (4)–(7), а также 
разделимость ядра ДДПФ (2), введем матрич-
ную форму ПДДПФ: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1
N N N N N N N NS F X F

N N× × × ×= ⋅ ⋅
⋅

   (8) 

и матричную форму ОДДПФ: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)[ ] [ ]N N N N N N N NX F S F∗ ∗
× × × ×= ⋅ ⋅ ,    (9) 

где символ ∗  обозначает комплексное сопряже-
ние. 

Поскольку различие задач интерполяции и 
аппроксимации двумерных дискретных сигна-
лов зачастую излагается фрагментарно, кратко 
рассмотрим этот вопрос. При интерполяции 
двумерных дискретных сигналов, известных на 
множестве упорядоченных пар целых чисел 1n  
и 2n  при 1 10 1n N≤ ≤ − ; 2 20 1n N≤ ≤ −  (узлах 
интерполяции), интерполирующая дискретная 
функция должна совпадать в узлах интерполя-
ции. При аппроксимации двумерных дискрет-
ных сигналов в общем случае такого требования 
нет. 

Метод интерполяции двумерных дискретных 
сигналов в пространственной области основан 
на трех основных положениях:  

• двумерной версии теоремы Котельникова; 
• двумерном z-преобразовании; 
• взаимосвязи операций дискретизации и 

периодизации в пространственной и простран-
ственно-частотной областях в случае примене-
ния двумерного дискретного преобразования 
Фурье. 

Согласно теореме Котельникова (в зарубеж-
ных информационных источниках – Shannon, 
Nyquist, sampling theorem) в результате дискре-
тизации двумерного сигнала, двумерный спектр 
которого ограничен пространственными часто-
тами 1f  и 2f , происходит, во-первых, периоди-
зация в пространственно-частотной области его 
двумерного спектра, во-вторых, исходный не-
прерывный сигнал может быть теоретически 
точно восстановлен при частотах дискретизации 
исходного двумерного непрерывного сигнала 

12 f  и 22 f  соответственно. Практически этого 
сделать невозможно, поскольку для этого ис-
ходный сигнал должен быть известен на опор-
ной плоскости в бесконечных интервалах. 

В том случае когда исходный сигнал 
1 2( , )x n n  является дискретным и казуальным 

( 1 2( , ) 0x n n ≡  при 1 1n N≥ ; 2 2n N≥ ), для него 
справедливо прямое и обратное двумерное               
z-преобразования: 
Прямое двумерное z-преобразование: 

1 2 1 2( , ) ( , ) m n

m n
X z z x m n z z

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

= ⋅∑ ∑ .       (10) 

Обратное двумерное z-преобразование: 

1 2

1 1
1 2 1 2

1( , ) ( )
4

m n

B B

x m n X z z dz dz− −=
π ∫ ∫ .     (11) 

При этом нетрудно видеть, что ДДПФ есть 
частный случай прямого двумерного z-преоб-
разования: 

1 1 2 21 2 1 21 2
, 1 2 1 2 ,

( , ) ( , ) k n k n
N N

N N z W z W
S k k X z z

= =
= .  (12) 
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Из соотношений (2), (3), (9)–(12) и непосред-
ственно следует, что, выполнив ДДПФ 

1 2( , )x n n , поместив в средину двумерного спек-
тра 

1 2, 1 2( , )N NS k k  нулевые строки и нулевые  

столбцы в количестве 1 1( 1)m N− ⋅  и 2 2( 1)m N− ⋅  
соответственно и выполнив ОДДПФ получен-

ного на предыдущем шаге спектра, мы получим 
интерполированный двумерный сигнал 

int 1 2( , )x n n , 1 1 10 ( 1)n m N≤ ≤ − ; 2 2 20 ( 1)n m N≤ ≤ − . 
Обсуждение результатов 
На рисунке проиллюстрирована эффектив-

ность рассмотренного метода и алгоритма. 

 

 
Интерполяция двумерной дискретной экспоненциальной функции: a – двумерная дискретная экспоненциальная 

функция 
1 2, 1 1 2 2Re [ ( , , , )]N Ndef k n k n , заданная на опорной плоскости 4×4; б – интерполированная дискретная экспоненци-

альная функция 
1 2, 1 1 2 2Re [ ( , , , )]N Ndef k n k n с коэффициентом интерполяции 1 2 8m m= =  

 
Заключение 
Предложен эффективный метод и алгоритм 

интерполяции двумерных дискретных сигналов 
в сравнении с методом и алгоритмом интерпо-
ляции двумерных дискретных сигналов непо-
средственно с помощью интерполирующей 
функции вида sin /x x . Вместе с тем необходи-
мо отметить, что вычислительные затраты (даже 
с учетом разделимости ядра ДДПФ и примене-
ния алгоритмов БПФ) в предложенном методе и 
алгоритме интерполяции двумерных дискрет-
ных сигналов остаются значительными (даже с 
учетом разделимости ядра ДДПФ и применения 
алгоритмов БПФ). Необходим активный поиск 
преобразования, базис которого бы учитывал 
специфику данного метода интерполяции дву-
мерных дискретных сигналов. 
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Interpolation in the Spatial Domain of Two-dimensional Discrete Signals Using Fast Fourier Transforms 
 
O. V. Ponomareva, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU 
A. V. Ponomarev, PhD in Economics, Associate Professor, Kalashnikov ISTU 
 
It is shown that the generalization of one-dimensional methods of digital processing of discrete signals to the two-dimensional 

case is not only a nontrivial problem, but often the solution of such a problem is impossible. A solution to the problem of interpola-
tion in the spatial domain of two-dimensional discrete signals using fast Fourier transforms is proposed. The difference between the 
task of interpolation and approximation of two-dimensional discrete signals is shown. The definition of a discrete two-dimensional 
signal on a rectangular spatial reference plane in the form of a matrix is given. The mathematical apparatus of matrix and alge-
braic discrete two-dimensional Fourier transform of two-dimensional discrete signals in the space-frequency domain is considered. 
A method and algorithm for interpolation of real and complex discrete two-dimensional signals in the spatial domain is developed. 
The validity and reliability of the proposed interpolation method are illustrated. The results of experimental studies of the proposed 
interpolation algorithm on model two-dimensional discrete complex signals are presented. A working hypothesis is proposed to 
improve the efficiency of the proposed interpolation algorithm by generalizing the basis of the discrete two-dimensional Fourier 
transform (a system of two-dimensional discrete exponential functions) in order to take into account the specifics of the proposed 
interpolation method. 

 
Keywords: two-dimensional discrete Fourier transform, cyclic two-dimensional correlation function, spatial domain, spatial 

frequency domain, canonical decomposition of a random signal. 
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