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Рассмотрен метод проектирования КИХ-фильтра высокого порядка, рассчитываемого алгоритмом Паркса – Макк-

леллана, построенного на использовании процедуры Ремеза. Показано, что причинами ограниченности  порядка фильтра 
являются ошибки описания полиномов Чебышева высокого порядка, возникающие при дискретном представлении поли-
номов. Предложено строить квазиоптимальные КИХ-фильтры высокого порядка в виде каскадного соединения КИХ-
фильтров более низкого одинакового порядка, допускающих применение процедуры Паркса – Макклеллана. Амплитудная 
частотная характеристика результирующего фильтра определится как произведение амплитудных частотных харак-
теристик отдельных каскадов, фазочастотная характеристика результирующего фильтра – как сумма фазо-
частотных характеристик отдельных каскадов. Разделение проектируемого фильтра на каскады одинакового порядка 
позволяет обеспечить  оптимальность построения фильтра при сохранении линейности его фазочастотной характери-
стики. Получены оценки погрешностей аппроксимации для амплитудной частотной характеристики фильтра в случае 
его каскадной реализации. Показано, что методика проектирования фильтра, выполненного в виде каскадного соедине-
ния, упрощается по сравнению с проектированием фильтра высокого порядка и сводится к проектированию звена более 
низкого порядка. Соответственно, уменьшается объем памяти, отводимой для запоминания коэффициентов фильтра, и  
снижается погрешность аппроксимации в полосе задерживания. К ограничениям предлагаемого каскадного построения 
квазиоптимальных КИХ-фильтров следует отнести рост погрешности аппроксимации в полосе пропускания пропорцио-
нально количеству каскадов.  
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Введение 
Достоинством цифровых КИХ-фильтров яв-

ляется линейность их частотной характеристики, 
недостаток – высокий порядок фильтра, необхо-
димый для обеспечения требуемых частотных 
характеристик [1–4]. Однако в ряде применений 
к фильтру может быть предъявлено одновремен-
но требование как к линейности фазочастотной 
характеристики, так и к  минимально возможно-
му порядку фильтра. Такая потребность, напри-
мер, возникает при построении фильтра, предна-
значенного для подавления аддитивного шума в 
сигнале хроматографа, когда фильтр реализован 
программно в микроконтроллере системы управ-
ления хроматографом [5–7]. 

Каскадное соединение КИХ-фильтров 
Оптимальный КИХ-фильтр с линейной фа-

зой, имеющий минимальное число каскадов, 
может быть построен по алгоритму Паркса – 
Макклеллана на основе полиномов Чебышева 
[8–11]. Имеются эмпирические формулы оценки 
порядка КИХ-фильтра исходя из требуемой не-
равномерности амплитудной частотной харак-
теристики (АЧХ) 1δ  (рис. 1) в полосе пропуска-
ния, 2δ  в полосе задерживания и ширины пере-
ходной полосы fΔ  [12–18].  

 
Рис. 1. Общий вид АЧХ-фильтра 

 
Сравнительно простая оценка длины им-

пульсной характеристики фильтра нижних час-
тот предложена Кайзером [19, 20] и имеет вид 

( )
f

N
Δ⋅

−⋅⋅−
=

6.14
13log10 2110 δδ ,              (1) 

где N  – длина импульсной характеристики 
фильтра; fΔ  – нормированная относительно 
частоты дискретизации ширина переходной по-
лосы. Например, в работах [21, 22] найдено, что 
для эффективного подавления шумов в выход-
ном сигнале хроматографа желательно выбрать 
значения указанных параметров равными 
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1 2δ δ 0,01= = , 0,025fΔ = . Подставляя эти зна-
чения в формулу (1), получим, что указанные 
требования к частотной характеристике фильтра 
могут быть достигнуты при длине импульсной 
характеристики фильтра  74N ≈ . Значение 

74N ≈  соответствует порядку 37M =  триго-
нометрического полинома Чебышева (ω, )B a , 
определяющего передаточную характеристику 
оптимального КИХ-фильтра с линейной фазой 
[23].  

Задача наилучшего приближения к желаемой 
(идеальной) АЧХ ξ(ω)  полиномом 

0
(ω, ) cos( ω)

M

k
k

B a a k
=

= ∑ , { }ka a=  формулируется 

как [24–27]: 

min
0

max (ω) (ω) cos( ω) min δ
k

M

k ak
P a k

∈Ω =

− = =∑ω
ξ ,  (2) 

где 1

2

1 ,   ω
(ω) α

1,      ω
P

⎧ ∈Ω⎪= ⎨
⎪ ∈Ω⎩

 – функция веса, 

{ }1 2,Ω = Ω Ω  – область аппроксимации.  
Задача решается на множестве аппроксими-

рующих полиномов ( , )B aω , представляемых в 
виде линейной комбинации полиномов Чебы-
шева ( )kC x : 

0 0
( , ) cos( ) ( )

M M

k k k
k k

B a a k a C x
= =

ω = ω =∑ ∑ ,      (3) 

где ( ) cos( arccos( ))kC x k x=  – полином Чебыше-
ва, cos(ω)x = , 1 1x− ≤ ≤ . 

Из определения полинома Чебышева непо-
средственно следует, что 

2
0 1 2( ) 1,   ( ) ,   ( ) 2 1C x С x x C x x= = = − . Степени 

полинома Чебышева, равные или выше 3k = , 
могут быть вычислены по рекуррентной форму-
ле 

1 12k k kC xC C+ −= − . 

Можно показать [28], что для произвольного 
значения степени  k  полином kC  имеет вид 

1( ) 2 ( )k k
kC x x p x−= − ,                 (4) 

где ( )p x  – полином от x  степени, меньшей k . 
Так как ( ) cos( arccos( ))kС x k x= , то из формулы 
(4) следует, что, во-первых, ( ) 1kС x ≤  и, во-
вторых, ( )kС x  представляет собой разность 
двух больших чисел при больших степенях k . 
Для КИХ-фильтров высокого порядка, когда 

максимальные значения k M=  достигают дос-
таточно больших значений (в нашем примере 

40k M= ≈ ), значения слагаемых полинома 
( )kС x  превышают допустимую для точного 

представления разрядность чисел в ЭВМ [29]. 
Разность двух близких больших чисел при на-
личии ошибок округления будет приводить к 
большим ошибкам при расчете параметров 
фильтра.  

Еще одна причина возникновения ошибок 
расчета КИХ-фильтров по алгоритму Паркса – 
Макклеллана, вызываемых дискретностью 
представления данных, состоит в следующем. С 
ростом порядка фильтра количество пульсаций 
аппроксимирующей функции ( )B aω  возраста-
ет. Расстояние между частотами максимумов 
пульсаций (частоты альтернанса) уменьшается. 
Ошибки дискретизации частотной оси также 
могут приводить к искажению результатов рас-
чета фильтра. 

Экспериментальная проверка показала [30, 
31], что расчет КИХ-фильтра непосредственно 
по алгоритму Паркса – Макклеллана не сходит-
ся к устойчивому решению при порядке рассчи-
тываемого фильтра 29M > , если разрядность 
представления данных с плавающей запятой 
(мантисса) была выбрана равной 12,R =  и 

34M >  при 20.R =  Полученные эксперимен-
тальные результаты  не противоречат замеча-
нию, сделанному в работе [32], о том, что для 
чисел с плавающей запятой точное представле-
ние чисел возможно лишь в пределах, не пре-
вышающих 242 .  

В работе [33] описан следующий прием по-
строения фильтра высокого порядка с использо-
ванием процедуры Паркса – Макклеллана. На 
первом этапе рассчитывают фильтр обычным 
образом достаточно низкого порядка, для кото-
рого процедура Паркса – Макклеллана еще 
применима, и определяют его амплитудную 
частотную характеристику (АЧХ). На следую-
щем этапе дополняют нулями рассчитанную на 
первом этапе АЧХ таким образом, чтобы сохра-
нилась ее симметрия. Выполнив обратное пре-
образование Фурье, определяют импульсную 
характеристику фильтра требуемого высокого 
порядка. 

Описанный метод построения фильтров вы-
сокого порядка имеет ряд недостатков. Сущест-
венной его особенностью является то, что кор-
ректные результаты обеспечиваются только то-
гда, когда исходная последовательность, 
подаваемая на вход фильтра, периодична в пре-
делах интервала накопления фильтра. В про-
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тивном случае могут возникать значительные 
ошибки при представлении начальных и конеч-
ных значений на скачкообразных изменениях 
сигнала. Замкнутого выражения, позволяющего 
предсказать эти ошибки, не существует [34]  

В работах [35, 36] предложено строить КИХ-
фильтр высокого порядка путем каскадного со-
единения оптимальных фильтров одинакового 
более низкого порядка. Результирующий 
фильтр, состоящий из каскадно-соединенных 
оптимальных фильтров, будет, по крайней мере, 
квазиоптимальным. Его расчет может быть вы-
полнен непосредственно по алгоритму Паркса – 
Макклеллана, расчетом одного звена низкого 
порядка. Фазочастотная характеристика такого 
фильтра равна сумме фазочастотных характери-
стик отдельных звеньев. Свойство линейности 
фазы сохраняется. АЧХ результирующего 
фильтра будет равна произведению АЧХ от-
дельных звеньев.  

Остановимся подробнее на особенностях 
каскадного соединения КИХ-фильтров, рассчи-
тываемых с помощью алгоритма Паркса – 
Макклеллана.  Ограничимся КИХ-фильтрами 
типа 1 и рассмотрим сначала каскадное соеди-
нение двух звеньев одинакового порядка. В со-
ответствии с рис. 1 диапазон колебаний аппрок-
симирующего полинома ( )B aω  в полосе про-
пускания определится как: 

2
1 общ 1

2
1 общ 1

(1 ) (1 ) ,        ( , ) 1 ,

(1 ) (1 ) ,        ( , ) 1 ,

B a

B a

⎧ + δ = + δ ω >⎪
⎨

− δ = − δ ω <⎪⎩
      (5) 

и в полосе задерживания: 
2

2 общ 2 ,  δ = δ                        (6) 

где 1 о бщδ , 2 о бщδ  – пульсации на выходе резуль-
тирующего фильтра. Поскольку  2 1δ < , то из 
формулы (6) следует, что 2 о бщ 2δ < δ  отдельного 
каскада. Из формулы (5), пренебрегая погреш-
ностями второго порядка малости, получим: 

1 общ 11 1 2+ δ ≈ ± δ ,                    (7) 

т. е. погрешность аппроксимации возрастает в 
полосе пропускания приблизительно в два раза.  

С целью иллюстрации указанных соотноше-
ний был спроектирован фильтр 13-го порядка с 
погрешностями 1 2 0,10205δ = δ = . Погрешности 
аппроксимации построенного из этих звеньев 
фильтра 26-го порядка были равны: 

1 о бщ 0,204δ = , 2 о бщ 0,1041δ = , что подтверждает 
выводы, полученные на основании формул (6) 
и (7). 

В общем случае число идентичных каскадов, 
из которых составлен фильтр, может быть 
больше двух. Обозначим это число каскадов как 
L , причем 1,2,  . . . , L=A  – номер звена в це-
почке. Тогда погрешность в полосе задержива-
ния на выходе A -го звена 2 ( )δ A  определится по 
формуле 

2 2( )δ = δAA .                         (8) 

Для полосы пропускания максимальные зна-
чения ошибки аппроксимации на выходе A -го 
звена могут быть найдены из соотношений: 

1 1

1 1

(1 ( )) (1 ) ,  ( , ) 1 ,  1,2,  . . . , ,

(1 ( )) (1 ) ,  ( , ) 1 ,  1,2,  . . . , .

B a L

B a L

⎧ + δ = + δ ω > =⎪
⎨

− δ = − δ ω < =⎪⎩

A

A

A A
A A

    

(9) 

Используя разложение в ряд Тейлора, запи-
шем выражение (9) в следующем виде: 

2
1 1 1

( 1)(1 ) 1  . . .
2
−

+ δ = ± δ δ ±A A AA ∓  

Пренебрегая слагаемыми высокого порядка 
малости, найдем, что максимальное значение 
погрешности в полосе пропускания равно: 

1 1( )δ ≈ δA A .                       (10) 

Для  L=A  получим 

1 1 2 2( ) ,          ( ) LL L Lδ ≈ δ δ = δ . 

Можно предложить следующий порядок 
расчета каскадного построения квазиоптималь-
ного КИХ-фильтра: 

1. Предварительно оценить общий порядок 
оптимального КИХ-фильтра общM  по форму-
лам, представленным в работах [37–45], в част-
ности, можно использовать формулу (1).      

2. Разбить оптимальный КИХ-фильтр на L  
звеньев одинакового порядка M , исходя из 
следующих соображений. Порядок одного звена 
M  ограничен сверху возможностью его расчета 
непосредственно по алгоритму Паркса – Мак-
леллана. Его значение зависит от крутизны пе-
реходной зоны АЧХ-фильтра, ширины его по-
лосы пропускания, от разрядности представле-
ния чисел в ЭВМ и примерно равно 15…25. При 
назначении порядка M  одного каскада необхо-
димо учитывать общий порядок  проектируемо-
го фильтра, причем  общM LM= . 

3. Определить погрешности 1 2,δ δ   отдельно-
го каскада в полосе пропускания и в полосе за-
держивания, соответственно, по формулам:  
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1
1 

( )L
L

δ
δ = , 

1

2 2( ( ))LLδ = δ , 

где 1 ( )Lδ  и 2 ( )Lδ  – погрешности на выходе 
проектируемого оптимального КИХ-фильтра. 

4. Определить параметры отдельного звена 
(включая порядок), применив алгоритм Пар-
кса – Макклеллана. 

5. Построить фильтр и выполнить экспери-
ментальную проверку разработанного фильтра. 

На рис. 2 представлен пример результатов об-
работки ступенчатого сигнала каскадом фильт-
ров и фильтром, рассчитанным в программе 
MatLab. При фильтрации фильтром 102-го по-
рядка,   рассчитанным   программой    MatLab,  

наблюдается выброс на фронте и спаде выход-
ного сигнала, который отсутствует в сигнале, 
полученном на выходе каскада оптимальных 
фильтров. Нам неизвестен метод проектирова-
ния фильтров высокого порядка, использован-
ный в программе MATLAB. Но возможность 
возникновения искажений на начальном и ко-
нечном интервалах, которые наблюдаются на 
выходном сигнале КИХ-фильтра высокого по-
рядка, полученных методом увеличения дли-
тельности импульсной характеристики, указана 
выше. В средней части интервала значения вы-
ходного сигнала для обоих методов  совпадают. 
Отметим, что на практике высокий порядок 
КИХ-фильтров встречается довольно часто. На-
пример, в работе [46] рассмотрен КИХ-фильтр 
прядка N = 256. 

 

 
Рис. 2. Фильтрация ступенчатого сигнала: 1 – исходный сигнал, 2 – сигнал, рассчитанный программой MatLab,  

3 – сигнал на выходе каскадного ФНЧ 
 
В работе [47] приведены результаты приме-

нения оптимального КИХ-фильтра с линейной 
фазой для фильтрации адаптивной помехи, при-
сутствующей в выходном сигнале газового хро-
матографа ЛГ3000. КИХ-фильтр 52-го порядка 
сконструирован в виде каскадного соединения  
двух оптимальных КИХ-фильтров 26-го поряд-
ка по описанной выше методике. Некоторые 
результаты этих испытаний приведены в табли-
це. Из данных, представленных в таблице, сле-

дует, что применение представленного выше 
КИХ-фильтра позволило уменьшить эффектив-
ный уровень флуктуационных шумов более чем 
в три раза, а чувствительность хроматографа 
(предельный уровень наличия анализируемого 
вещества в пробе) улучшить более чем в два 
раза. Уровень дрейфа не изменился. Последнее 
понятно, поскольку диапазон частот дрейфа 
совпадает с диапазоном частот выходного сиг-
нала хроматографа.  
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Результаты испытаний фильтраций аддитивной 
помехи КИХ-фильтром 

Параметр Уровень 
до фильтрации 

Уровень 
после фильт-

рации 

Флуктуационные 
шумы, В 

6,15·10–7 
6,65·10–7 

6·10–7 

1,9·10–7 

2,05·10-7 
1,6·10-7 

Дрейф, В 
2,36·10–5 
2,19·10–5 

2,37·10–5 

2,33·10–5 
2,17·10–5 
2,37·10–5 

Предел детектирования 
вещества датчиком  
хроматографа, г/см3 

2,8930·10–9 1,3087·10–9 

 
Выводы 
В заключение отметим, что каскадное соеди-

нение КИХ-фильтров низкого порядка позволя-
ет упростить процедуру расчета КИХ-фильтров 
высокого порядка и уменьшить объем памяти, 
отводимый для хранения коэффициентов 
фильтра, при сохранении линейности фазоча-
стотной характеристики фильтра. 

Каскадное соединение КИХ-фильтров уве-
личивает погрешность аппроксимации в полосе 
пропускания фильтра, что ограничивает допус-
тимое число последовательно включенных кас-
кадов.  

Существенно то, что предложенная методика 
расчета КИХ-фильтров высокого порядка может 
быть выполнена по известным алгоритмам рас-
чета КИХ-фильтров низкого порядка. Она не 
требует чрезмерных усилий от программиста и 
ей не нужны большие лицензионные математи-
ческие пакеты высокой стоимости, типа 
MATLAB.   

Отметим, что при четном количестве звеньев 
типа 1 результирующий фильтр сохраняет вид 
АЧХ, но уже при четном количестве отчетов 
импульсной характеристики. При необходи-
мости иметь дополнительный фазовый сдвиг на 
π/2 можно комбинировать звенья, относящиеся 
к фильтрам типа 3. Фильтры типа 2 и типа 4 
также допускают последовательное их подклю-
чение. 
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* * *  

Evaluation of Frequency Characteristics Approximation Error at the Output of Fir-Filter Calculated by Parks-
Mcclellan Algorithm 

 
N. O. Vzduleva, Software engineer, Izhevsk Electromechanical Plant “Kupol” JSC 
V. B. Gitlin, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU  
 
A method for designing a high-order FIR filter calculated by the Packs-McClellan algorithm is considered in the paper. It is 

shown that the reasons for the limited order of the filter are errors describing Chebyshev polynomials arising from the discrete 
representation of polynomials. The separation of the projected filter into cascades of the same order allows to ensure the optimal 
construction of the filter while maintaining the linearity of its phase-frequency characteristics. The estimates of the errors of 
approximation of the amplitude frequency response of the filter in case of its cascade implementation are given. It is shown that the 
method of designing a filter made as a cascade connection is simplified compared to designing a high order filter; the amount of 
memory allocated for storing filter coefficients decreases, the approximation error in the retention band decreases, but the 
approximation error in the passband increases in proportion to the number of stages. 
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