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Предложен метод вертикальной скользящей обработки двумерных дискретных сигналов в пространственно-
частотной области – метод быстрого вертикально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье. Рас-
смотрено математическое представление двумерного дискретного преобразования Фурье в алгебраической и матричной 
форме. На основе анализа свойств двумерного дискретного преобразования Фурье рассмотрен метод двухэтапного его 
нахождения на базе одномерного быстрого преобразования Фурье. Предложен эффективный метод вертикально сколь-
зящего двумерного дискретного преобразования Фурье. Разработанный в рамках предложенного метода алгоритм по-
зволяет вычислять коэффициенты (бины) данного преобразования в реальном масштабе времени. Проведена оценка эф-
фективности алгоритма вертикально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье с точки зрения вычис-
лительных затрат в сравнении с известными алгоритмами. Экспериментальные исследования, проведенные на 
модельных двумерных дискретных сигналах, показали обоснованность, эффективность и достоверность предложенного 
метода и алгоритма. Построены поверхности относительной экономии вычислений в разработанном алгоритме в срав-
нении со стандартным алгоритмом вертикально скользящей обработки двумерных дискретных сигналов.  
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Введение 
Методы цифровой обработки дискретных 

двумерных сигналов занимают важное место и 
играют значительную роль в различных облас-
тях научных исследований. Эти методы имеют 
самое широкое приложение в таких, например, 
предметных областях, как медицина, сейсмоло-
гия, криминалистика, метеорология, геология, 
технический контроль и диагностика, астроно-
мические исследования, все разделы акустики. 
Такое положение дел во многом объясняется 
высокой информативностью дискретных дву-
мерных сигналов, в которых содержится ин-
формация о свойствах, состояниях и характери-
стиках исследуемых сложных естественных или 
технических систем. 

Прямое двумерное дискретное преобразова-
ние Фурье (прямое ДДПФ), позволяющее полу-
чать двумерный пространственно-частотный 
спектр, является классическим методом про-
странственно-частотной обработки двумерных 
дискретных сигналов [1–29]. Данное преобразо-
вание позволяет находить значения двумерного 
пространственно-частотного спектра исходного 
сигнала на всех пространственных частотах. 
Однако на практике часто необходимо находить 
значения двумерного пространственно-частот-
ного спектра не на всех пространственных час-
тотах, а на одной из частот или их подмножест-
ве [30]. В этих случаях непосредственное                    
применение прямого ДДПФ, даже при исполь-
зовании одномерного быстрого преобразования 
Фурье (БПФ), становится малоэффективным, 

поскольку при этом большая часть полученных 
коэффициентов (бинов) прямого ДДПФ не ис-
пользуется. 

Целью данной работы является разработка 
метода и алгоритма вертикальной скользящей 
пространственно-частотной обработки двумер-
ных дискретных сигналов на основе двумерного 
дискретного преобразования Фурье.  

Пусть задан дискретный двумерный ком-
плексный сигнал 1 2( , )x n n  в виде двумерной по-
следовательности конечной длины (т. е. при 

1 10 ( 1)n N≤ ≤ −  и 2 20 ( 1)n N≤ ≤ − ) на плоскости 
в прямоугольной опорной области. 

Прямое двумерное дискретное преобразо-
вание Фурье (прямое ДДПФ) двумерного сиг-
нала ),( 21 nnx , которое представляет собой част-
ный случай прямого двумерного z-преобразо-
вания 

1 21 2 1 21 2
, 1 2 1 2 ,

( , ) ( , ) ,k k
N N

N N z W z W
S k k X z z

= =
=         (1) 

может быть математически описано в алгебраи-
ческой или в матричной форме.  
Алгебраическая форма прямого ДДПФ: 

1 2

1 2
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где 1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  – простран-
ственные частоты; 1 2( , )x n n  – двумерный сиг-
нал, 1 10, 1,n N= −  2 20, 1,n N= − ; 1 1

1

k n
NW =  

1 1
1

2exp( ( ))j k n
N
π

= − ; 2 2

2 2 2
2

2exp( ( ))k n
NW j k n

N
π

= − ; 

1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэффициенты (бины) прямого 
ДДПФ. 

Матричная форма прямого ДДПФ: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1
N N N N N N N NS F X F

N N× × × ×= ⋅ ⋅
⋅

,     (3) 
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Как известно, ядро прямого ДДПФ (2) разде-
лимо, что позволяет выполнить прямое ДДПФ в 
два этапа, используя одномерное дискретное 
преобразование Фурье (ДПФ). Можно показать, 
что для получения 

1 2, 1 2( , )N NS k k  1 10,( 1)k N= − , 

2 20,( 1)k N= −  необходимо выполнить 1 2N N⋅  
одномерных ДПФ, при вычислении которых 
могут быть эффективно использованы алгорит-
мы быстрого преобразования Фурье – БПФ. 

Рассмотрим пространственно-частотную об-
работку двумерных дискретных сигналов в вер-
тикально скользящем пространственном окне 
анализа.  

На рис. 1 приведен пример вертикального 
сдвига (ВС–) пространственного окна анализа 
(окно анализа на рисунке выделено жирной ли-
нией). 

Пусть нам необходимо найти один коэффи-
циент (бин) двумерного дискретного преобразо-
вания 

1 2, 1 2( , )N NS k k  на пространственной часто-

те 1 2( , )m m  по отсчетам входного сигнала 

1 2( , )x n n . Для получения бина 
1 , 2 1 2( , )N NS m m  

матричное уравнение (3) преобразуется к виду: 

1 1 1 1

1 2 1 1 1

0 1 ( 1)
, 1 2

1 2

1( , ) [ , ,... ]m m m N
N N N N NS m m W W W

N N
⋅ ⋅ ⋅ −= ⋅ ×

⋅
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1 2N NX ×× ⋅ 2 2 2 1

2 21 2

0 1 ( 1)[ , ,... ]m m m N T
N N NW W W⋅ ⋅ ⋅ − ,         (7) 

где T  – символ транспонирования. 
 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Пример вертикального скольжения дискрет-
ного пространственного окна анализа размером 3×3 
по двумерному дискретному сигналу: а – нулевой 
сдвиг; б – сдвиг ВС– на один отсчет 

 
На получение отдельного бина прямого 

ДДПФ на пространственной частоте 1 2( , )m m  
необходимо затратить 1 2( 1)N N⋅ +  комплексных 
умножений и 2 1( 1) ( 1)N N− ⋅ +  комплексных 
сложений. Поскольку выполнение одного ком-
плексного умножения требует четырех действи-
тельных умножений и двух действительных 
сложений, а одно комплексное сложение – двух 
действительных сложений, то на получение од-
ного значения бина прямого ДДПФ необходимо 
затратить 1 24 ( 1)N N⋅ ⋅ +  действительных умно-
жений и 1 2 14 2 ( 1)N N N⋅ + ⋅ −  действительных 
сложений. Подчеркнем, что этот объем вычис-
лений необходимо выполнять при каждом сдви-
ге двумерного пространственного окна анализа 
по двумерному сигналу 1 2( , )x n n  (рис. 1). В то 
же время из рис. 1 нетрудно видеть, что при 
единичном сдвиге двумерного окна по сигналу 

1 2( , )x n n  большое число значений матрицы 

1 2N NX ×  в пространственном окне анализа оста-
ется неизменным. 

Рассмотрим метод ВС– скользящей обработ-
ки двумерных дискретных сигналов в простран-

ственно-частотной области, который позволяет 
устранить указанную избыточность при нахож-
дении коэффициента (бина) двумерного дис-
кретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS m m  на про-

странственной частоте 1 2( , )m m . 
Введем обозначение 1 2

1 2

( , )
, ( )m m

N NS r  для коэффи-
циента двумерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS m m , полученного при сдвиге ВС– 

пространственного окна анализа на r  отсчетов 
вниз по двумерному дискретному сигналу 

1 2( , )x n n : 
1 2

1 2

( , )
, ( )k k

N NS r− = 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 [( ),( ) ]
N N

k n k n
N N

n n

x n r n W W
N N

− −

= =

= + ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ , (8) 

где 0,1,2,....r =  
Из соотношения (8) непосредственно следу-

ет, что при 0r =  
1 2

1 2

( , )
, (0)m m

N NS = 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

m n m n
N N

n n
x n n W W

N N

− −

= =
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⋅ ∑ ∑ ;     (9) 

а при 1r =  
1 2

1 2

( , )
, ( 1)m m

N NS − =  

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 [( 1), ]
N N

m n m n
N N

n n
x n n W W

N N

− −

= =

= + ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ .  (10) 

Используя свойство разделимости ядра 
ПДДПФ, представим выражение (9) и выраже-
ние (10) в следующем виде: 

1 2

1 2

( , )
, (0)m m

N NS = 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

m n m n
N N

n n
W x n n W

N N

− −

= =

⎧ ⎫= ⋅⎨ ⎬
⋅ ⎩ ⎭

∑ ∑ ;  (11) 

1 2

1 2

( , )
, ( 1)m m

N NS − = 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 [( 1), ]
N N

m n m n
N N

n n
W x n n W

N N

− −

= =

⎧ ⎫= + ⋅⎨ ⎬
⋅ ⎩ ⎭

∑ ∑ . 

(12) 

Если обозначить результаты одномерного 
ДПФ на частоте 2m  при нулевом и единичном 
сдвиге через 1 2

2

( , ) (0)n m
NS  и 1 2

2

( , ) ( 1)n m
NS −  соответст-

венно, то несложно установить, что выражения 
в фигурных скобках формул (11) и (12) связаны 
между собой следующим соотношением: 
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1 2

2

( , ) ( 1)n m
NS − = 1 2

2

(( 1), ) (0)n m
NS + ; 1 10, 2n N= − .    (13) 

Значение 1 2

2

(( 1), ) ( 1)N m
NS − −  необходимо найти 

дополнительно путем произведения 2m  столбца 
матрицы 

2 2

(1)
N NF ×  на 1( 1)N −  строку матрицы 

1 2N NX ×  после ВС–-сдвига (7). 
Формулой (13) определен метод скользящей 

обработки при сдвиге ВС– в пространственно-
частотной области, позволяющий рекуррентно 
вычислить коэффициент двумерного дискретного 
преобразования 1 2

1 2

( , )
, ( )m m

N NS r−  на пространственной 
частоте 1 2( , )m m  по отсчетам входного сигнала 

1 2[( ), ( )]x n r n−  1 10, 1,n N= −  2 20, 1n N= − , 
1,2,3,...r =  
Приведем алгоритм, реализующий разрабо-

танный метод скользящей обработки при ВС–-
сдвиге в пространственно-частотной области, 
который позволяет с помощью рекуррентной 
процедуры находить коэффициент двумерного 
дискретного преобразования 1 2

2

( , ) ( )n m
NS r  на r -

шаге, используя результат предыдущего шага – 
1 2

2

( , ) ( 1)n m
NS r − . 
Алгоритм вертикальной скользящей                  
обработки в пространственно-частотной 
области при ВС–-сдвиге двумерных                     
дискретных сигналов  
1. Найти столбцевую матрицу 

2 1 2( , )NS n m  

размером 1N  путем умножения базисной функ-
ции длительностью 2N  и частоты 2m  на матри-
цу дискретного двумерного сигнала 1 2( , )x n n . 

2. Запомнить столбцевую матрицу 

2 1 2( , )NS n m  как столбцевую матрицу 1 2

2

( , ) (0)n m
NS . 

3. Вычислить значение коэффициента дву-
мерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS m m  путем умножения столбцевой 

матрицы 
2 1 2( , )NS n m  на базисную функцию 

длительностью 1N  и частоты 1m . Этим этапом 
заканчивается выход алгоритма на рабочий ре-
жим. 

4. Осуществить ВС–-сдвиг дискретного про-
странственного окна на один отсчет вниз по 
двумерному сигналу 1 2( , )x n n  и получить мат-
рицу дискретного двумерного сигнала 

1 2[( 1), ]x n n− . 
5. Сформировать согласно соотношению (13) 

столбцевую матрицу 1 2

2

( , ) ( 1)n m
NS − . 

6. Вычислить значение коэффициента дву-
мерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS m m , путем умножения столбцевой 

матрицы 1 2

2

( , ) ( 1)n m
NS −  на базисную функцию дли-

тельностью 1N  и частоты 1m . 
7. Перейти к выполнению пункта № 4. 
Рассмотрим эффективность предлагаемого 

алгоритма вертикальной скользящей обработки 
двумерных дискретных сигналов в пространст-
венно-частотной области в сравнении со стан-
дартным методом получения коэффициента 
двумерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS m m . Выполнив несложные выкладки 

можно установить, что:  
• стандартный алгоритм скользящей обработ-

ки двумерных дискретных сигналов в простран-
ственно-частотной области требует для получе-
ния коэффициента 

1 , 2 1 2( , )N NS m m  двумерного 

дискретного преобразования 1 24 ( 1)N N⋅ ⋅ +  дей-
ствительных умножений 1 2 14 2 ( 1)N N N⋅ ⋅ + ⋅ −  
действительных сложений; 

• предлагаемый алгоритм скользящей обра-
ботки двумерных дискретных сигналов в про-
странственно-частотной области после выхода 
на рабочий режим требует для получения коэф-
фициента 

1 , 2 1 2( , )N NS m m  двумерного дискретно-

го преобразования 1 24 ( )N N⋅ +  действительных 
умножений и 1 24 ( 1)N N⋅ + −  действительных 
сложений.  

Введем критерий эффективности предлагае-
мого алгоритма B , в качестве которого исполь-
зуем относительную экономию вычислений при 
применении сравниваемых алгоритмов Aи B : 

числооперацийвалгоритме числооперацийвалгоритмеγ 100%
числооперацийвалгоритме

А B
А

−
= ⋅                   (14) 

Под числом операций в соотношении (14) бу-
дем понимать число действительных умножений 
или число действительных умножений и сложе-
ний (в случае применения высокоскоростных ум-
ножителей) в сравниваемых алгоритмах. На рис. 

2 и 3 приведена, соответственно, относительная 
экономия операций умножения, умножения и 
сложения в процентах при применении разрабо-
танного алгоритма в сравнении со стандартным 
алгоритмом получения бина 

1 , 2 1 2( , )N NS m m .  
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Рис. 2. Относительная экономия умножений γ  в процентах в сравнении со стандартным алгоритмом 

 

 
Рис. 3. Относительная экономия умножений и сложений γ в процентах в сравнении                                              

со стандартным алгоритмом 
 

Выводы 
Разработан эффективный метод и алгоритм 

вертикально скользящего прямого двумерного 
дискретного преобразования Фурье, которые 
позволяют вычислять коэффициенты данного 
преобразования в реальном масштабе времени.  

Оценивание предложенного метода и алго-
ритма вертикально скользящего прямого дву-
мерного дискретного преобразования Фурье с 

точки зрения вычислительных затрат в сравне-
нии с известными алгоритмами доказало их эф-
фективность. 

В результате экспериментальных исследова-
ний доказана достоверность и обоснованность 
предложенного метода и алгоритма вертикально 
скользящей двумерной дискретной обработки 
сигналов. 
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* * *  

Vertical Sliding Spatial-Frequency Discrete Signal Processing  
 
A. V. Ponomarev, PhD in Economics, Associate Professor, Kalashnikov ISTU 
 
The method of vertical sliding processing of two-dimensional discrete signals in the spatial – frequency domain (the method of 

fast vertically sliding two-dimensional discrete Fourier transform) is proposed. The mathematical representation of two-
dimensional discrete Fourier transform in algebraic and matrix form is considered. Two-step method of finding coefficients of two-
dimensional discrete Fourier transform based on one dimensional Fast Fourier transform is considered. An efficient method of 
vertically sliding two-dimensional discrete Fourier transform is proposed. The algorithm developed within the framework of the 
proposed method allows to calculate the coefficients (bins) of this transformation in real time. The efficiency of the algorithm of 
vertically sliding two-dimensional discrete Fourier transform is evaluated in computational cost terms in comparison with the 
known algorithms. Experimental studies on the two-dimensional discrete signal models showed the validity, efficiency and reliabil-
ity of the proposed method and algorithm. The surfaces of the relative savings of calculations in the developed algorithm are con-
structed in comparison with the standard algorithm of vertically sliding processing of two-dimensional discrete signals. 
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