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Рассмотрены вопросы теории измерения теоретико-вероятностных характеристик случайных дискретных сигналов. 
Показано, что теория дискретных статистических измерений является основой методов и алгоритмов цифровой обра-
ботки на конечных интервалах случайных дискретных информационных сигналов. Теория статистических измерений 
теоретико-вероятностных характеристик случайных дискретных информационных сигналов, являясь прикладным науч-
ным направлением, имеет в своем составе как математическую, так и измерительную часть. Подчеркивается, что в 
научно-практической литературе вопросы содержания и соотношения между собой этих частей теории дискретных 
статистических измерений излагаются не вполне корректно, часто неполно и довольно сбивчиво. В работе исследованы 
вопросы содержания и соотношения между собой этих частей теории статистических измерений теоретико-
вероятностных характеристик случайных дискретных информационных сигналов. Рассмотрены два взаимосвязанных, но 
не подменяющих друг друга направления в обработке стационарных случайных дискретных информационных сигналов: 
гармонический корреляционный анализ. Показано, что даже при выборе исследователем корреляционного подхода обра-
ботку стационарных СДИС эффективнее проводить в спектральной области с последующим переходом в корреляцион-
ную область. Рассмотрены вопросы оценивания теоретико-вероятностных характеристик случайных дискретных ин-
формационных сигналов и аксиом их измерения на конечных интервалах. 
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Введение 
В основе методов и алгоритмов цифровой 

обработки на конечных интервалах случайных 
дискретных информационных сигналов лежит 
теория измерения теоретико-вероятностных ха-
рактеристик случайных дискретных сигналов 
(теория дискретных статистических измерений). 
Современное состояние теории статистических 
измерений достаточно полно отражено в работе 
[1] и литературе к ней.  

Статистические измерения теоретико-
вероятностных характеристик случайных дис-
кретных сигналов являются прикладным науч-
ным направлением и, как и любая математиче-
ская теория, ориентированная на практическое 
приложение, имеют в своем составе как матема-
тическую, так и измерительную часть [2]. В на-
учно-практической литературе вопросы содер-
жания и соотношения между собой этих частей 
теории дискретных статистических измерений 
излагаются не вполне корректно, часто неполно 
и довольно сбивчиво. Отсутствие должного 
внимания этому вопросу часто приводит к оши-
бочным научным и практическим выводам.  

В рамках корреляционной теории описание 
исследуемого дискретного случайного инфор-
мационного сигнала проводится с помощью 
моментов первых двух порядков. Эти теорети-
ко-вероятностные характеристики случайных 
дискретных стационарных (по А. Я. Хинчину) 
сигналов, совместно с аналитическими и сто-
хастическими свойствами дискретного преобра-

зования Фурье, составляют основу математиче-
ской части теории дискретных статистических 
измерений.  

В измерительной части теории дискретных 
статистических измерений задаются способы 
(принципы) измерения теоретико-вероятност-
ных характеристик, которые назовем аксиомами 
измерения. Они отвечают на вопрос, каким об-
разом на практике можно измерить те или иные 
теоретико-вероятностные характеристики слу-
чайных дискретных сигналов. Подчеркнем, что 
именно наличие адекватных аксиом измерения 
позволяет делать выводы о соответствии (или 
несоответствии) теоретических положений 
практике. 

Аксиомы измерения теоретико- 
вероятностных характеристик случайных 
дискретных информационных сигналов 
Исторически сложилось два взаимосвязан-

ных, но не подменяющих друг друга направле-
ния в обработке стационарных случайных дис-
кретных информационных сигналов (стацио-
нарные СДИС): 

– гармонический подход (называемый также 
спектральным или частотным подходом); 

– временной (корреляционный) подход. 
Каждый из этих подходов имеет как пре-

имущества, так и недостатки. Однако с появле-
нием эффективных алгоритмов получения              
коэффициентов дискретного преобразования 
Фурье (ДПФ) – алгоритмов быстрого преобра-
зования Фурье (БПФ), гармонический подход 
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получил дополнительное (если не сказать ре-
шающее) преимущество перед временным под-
ходом. Оказалось, что даже при выборе иссле-
дователем корреляционного (временного) под-
хода обработку стационарных СДИС 
эффективнее проводить в спектральной области 
с последующим переходом в корреляционную 
область.  

Прежде чем переходить к рассмотрению тео-
ретико-вероятностных характеристик стацио-
нарных СДИС и аксиом их измерения на конеч-
ных интервалах, сделаем ряд замечаний и дадим 
краткие пояснения по применяемому понятий-
ному аппарату. Необходимость этого связана с 
тем, что, к сожалению, понятия, термины и оп-
ределения, принятые в математической и в 
технической литературе, очень часто не совпа-
дают. При этом терминология, применяемая 
авторами прикладных публикаций по обработке 
СДИС в различных предметных областях, мо-
жет заметно различаться между собой. Напри-
мер, часто путают свойства дискретного преоб-
разования Фурье со свойствами непрерывно-
временного преобразования Фурье и/или дис-
кретно-временного преобразования Фурье.  

При изложении вопросов оценивания теоре-
тико-вероятностных характеристик случайных 
дискретных информационных сигналов и акси-
ом их измерения на конечных интервалах автор 
делает (аналогично работам [3, 4]) различие ме-
жду следующими оценками теоретико-
вероятностных характеристик СДИС стацио-
нарных по А. Я. Хинчину (т. е. в широком 
смысле): 

– выборочная оценка (оценка, полученная в 
конкретном эксперименте, estimates). В работе 
приняты следующие обозначения для выбороч-
ных оценок математического ожидания, корре-
ляционной функции, дисперсии, энергетическо-
го спектра и параметрического энергетического 
спектра: ,x NM , , ( )x NK r , 1

, ( )x NK r , ,x ND , , ( )x NG k , 

, ( , )x NG k θ ; 

– оценка, рассматриваемая как случайная 
величина (estimators). В работе приняты сле-
дующие обозначения для оценок математиче-
ского ожидания, корреляционной функции, 
дисперсии, энергетического спектра и парамет-
рического энергетического спектра: ,X NM , 

, ( )X NK r , 1
, ( )X NK r , ,X ND , , ( )X NG k , , ( , )X NG k θ ; 

– истинные (теоретические) значения ха-
рактеристик стационарных случайных сигна-
лов (the theoretical value). В статье приняты сле-
дующие обозначения истинных значений мате-
матического ожидания, корреляционной 
функции, дисперсии, энергетического спектра и 
параметрического энергетического спектра: 
ΜX , Κ ( )X r , DX , XΓ ( )k , XΓ ( , )k θ . 
В случае дискретного варианта возможны 

две интерпретации реализации СДИС ( )kx n , 
0, 1n N= − . С одной стороны, ее можно считать 

значением [ ], 0 1 1( , ,... ) T
N x NX x x x −=  (здесь T  – 

символ операции транспонирования) N -мерной 
случайной величины 0 1 1( , ,... )N NX X X X −= , с 
другой – отрезком ( )x n , 0, 1n N= −  СДИС 

( )X n . В работе применяются оба эти подхода.  
Остановимся кратко на таком важном вопро-

се, как выбор аксиом измерения (способов изме-
рения, процедур оценивания) теоретико-
вероятностных характеристик СДИС.  

На практике, благодаря работам по спек-
тральному анализу и математической статисти-
ке [5, 6], широкое распространение получили 
следующие аксиомы измерения теоретико-
вероятностных характеристик стационарных 
СДИС ( ) , (0, 1)X n n N= − : 
для математического ожидания XM :  

1

,
0

1 ( )
N

X N
n

M X n
N

−

=

= ∑ ;                  (1) 

для корреляционной функции ( )XK r : 
 

, ,
, 0

1 [ ( ) ][ ( ) ]( ) ;
0

N r

X N X N
X N n

X n M X n r MK r N

−

=

⎧
− + −⎪= ⎨

⎪
⎩

∑ 1;
1

r N
r N

≤ −
> −

                           (2) 

или 

1 , ,
0,

1 [ ( ) ][ ( ) ]
( ) ;

0

N r

X N X N
nX N

X n M X n r M
K r N r

−

=

⎧
− + −⎪= −⎨

⎪
⎩

∑ 1;
1;

r N
r N

≤ −
> −

                       (3) 

для дисперсии XD :  
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,X ND  = , (0)
1 X N

N K
N −

;                 (4) 

для энергетического спектра ( )XG k : 
1

2( )
,

0

1( ) ( )
N

k n
X N N

n
G k X n W

N

−

=

= ∑ ; 

exp( 2 / )NW j N= − π ; (0, 1)k N= − ;         (5) 

для параметрического энергетического спектра 
( , )XG k θ : 

1
2( )

,
0

1( , ) ( ) ;
N

k n
X N N

n
G k X n W

N

−
+θ

=

θ = ∑  

exp( 2 / )NW j N= − π ; (0, 1)k N= − ; 0 1.≤ θ <   (6) 
Сделаем два замечания по рассмотренным 

аксиомам измерения теоретико-вероятностных 
характеристик стационарных СДИС. Во-
первых, они выбраны по интуиции и не являют-
ся оптимальными в смысле какого-либо крите-
рия. Во-вторых, оценки , ( )X NK r  (2), 1

, ( )X NK r  
(3) обладают свойством эргодичности (свойст-
во, при котором среднее по времени сходится 
по вероятности к среднему по ансамблю). Ма-
тематическое ожидание оценок: 

,X N
M  сходится 

по вероятности к 
X

M , , ( )X NK r  и 1
, ( )X NK r  схо-

дится по вероятности к ( )XK r , а их дисперсии 
пропорциональны 1 / N . В то же время оценка 

, ( )X NG k  свойством эргодичности не обладает 
[7–9]. Отметим, что ошибочная посылка: если 
оценка обладает эргодическим свойством, то и 
ее Фурье-преобразование обладает этим же 
свойством – была источником многих заблуж-
дений при измерениях теоретико-вероятност-
ных характеристик случайных сигналов.  

Шустер [10, 11], предложивший оценку 
, ( )X TG f  для дискретного случая и назвавший ее 

периодограммой, указывал на необходимость 
усреднения оценок , ( )X NG f . Игнорирование 
этого факта в том числе возможно из-за отсут-
ствия на тот момент глубоких теоретических 
исследований процедур сглаживания , ( )X NG f  
(такие исследования впоследствии были прове-
дены Н. Винером), привело к двум последстви-
ям в области цифровой обработки стационар-
ных СДИС: 

– потере интереса к периодограмманализу 
Шустера, и он, как в настоящее время выясняет-
ся, незаслуженно был забыт более чем на пол-
века; 

– появлению иных методов спектрального 
анализа, так называемых регрессионных (пара-
метрических) методов спектрального анализа, 
основу которых заложил Юл. Суть этих методов 
заключается в аппроксимации эмпирических 
значений корреляционных функций (или энер-
гетических спектров) несложными аналитиче-
скими выражениями.  

Не отрицая результатов, достигнутых в об-
ласти альтернативных методов цифровой обра-
ботки СДИС, необходимо отметить, что суще-
ственным недостатком регрессионных методов 
является их значительная субъективность [12]. 
Эффективное применение регрессионных мето-
дов в практике спектрального оценивания тео-
ретико-вероятностных характеристик СДИС 
возможно лишь тогда, когда априори известны 
значения (или, по крайней мере, некоторые па-
раметры) энергетического спектра стационарно-
го СДИС. Это главный недостаток данных ме-
тодов спектрального оценивания. 

Возможны два подхода к получению оценок 
теоретико-вероятностных характеристик СДИС: 
методом вычислений и методом измерений. 
В силу крайней важности и актуальности раз-
граничения этих двух подходов к определению 
значений вероятностных характеристик рас-
смотрим вопрос разделения этих подходов.  

Получение оценок теоретико-вероятностных 
характеристик СДИС методом вычислений про-
водится с помощью вычислительного алгоритма 
обработки массива данных, полученных вне 
процедуры измерения. 

Получение оценок теоретико-вероятностных 
характеристик СДИС методом измерений про-
водится с помощью алгоритмической обработки 
массива количественных данных (промежуточ-
ных или конечных) о физическом объекте. При 
этом элементы обрабатываемого массива пред-
ставляют собой результаты измерения некото-
рой физической величины (в случае косвенных 
измерений – физических величин).  

Таким образом, получение оценки некоторой 
вероятностной характеристики СДИС методом 
измерений проводится обязательно в рамках 
измерительной процедуры, а методом вычисле-
ний – вне нее. 

Приведенное разделение в получении оценок 
теоретико-вероятностных характеристик СДИС 
методом вычислений и методом измерений ре-
шают вопросы их разграничения и противопос-
тавления, так часто встречающиеся в информа-
ционных источниках.  

Рассмотрим условия, при которых аддитив-
ный смешанный СДИС в рамках корреляцион-
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ной теории является стационарным и эргодиче-
ским. Важность выполнения этих условий свя-
зана с тем, что в этом случае оценка той или 
иной конкретной вероятностной характеристики 
аддитивного смешанного СДИС в виде преде-
лов выборочных средних (полученных по ан-
самблю реализаций СДИС или по одной реали-
зации ДИС бесконечной длительности) сходит-
ся по вероятности к истинным значениям 
выбранной вероятностной характеристики. 

Для стационарности и эргодичности адди-
тивного смешанного случайного сигнала:  

( ) ( ) ( )X n Z n Y n= + ;                     (7) 

где ( )Y n  – дискретный СДИС; ( )Z n  – дискрет-
ный квазидетерминированный ДИС; 

( ) cos(2π φ )k k k
k

Z n A f n= +∑ ;              (8) 

необходимым и достаточным условием является 
стационарность и эргодичность дискретного 
случайного сигнала ( )Y n , а также стационар-
ность и эргодичность дискретного квазидетер-
минированного сигнала ( )Z n .  

Условия стационарности и эргодичности 
дискретного периодического квазидетермини-
рованного сигнала ( )Z n  частично рассмотрены 
в работах [13, 14]. Обобщение полученных в 
этих работах результатов позволяет сформули-
ровать следующие условия стационарности и 
эргодичности дискретного квазидетерминиро-
ванного ДИС ( )Z n : 

– если у гармонических компонент сигнала 
( )Z n  (8) { }i k∀ ∈  частоты if  являются детер-

минированными величинами, фазы iϕ  и ампли-
туды iA  взаимно независимы и фазы φi  распре-
делены по равномерному закону на интервале 
(0, 2π) , то сигнал ( )Z n  строго стационарен; 

– если у гармонических компонент сигнала 
( )Z n  (8) { }i k∀ ∈  частоты if  и амплитуды iA  

являются детерминированными величинами, а 
фазы φi  распределены по равномерному закону 
на интервале (0, 2π) , то сигнал ( )Z n  эргоди-
чен. 

Рассмотрим кратко вопрос о свойствах оце-
нок вероятностных характеристик СДИС. Необ-
ходимость этого связана с тем, что определения 
свойств оценок в информационных источниках 
зачастую не совпадают. 
Достаточная оценка – это оценка, при опре-

делении которой используется вся информация, 
содержащаяся в объеме выборки.  

Смещение оценки – это разность между ис-
тинным значением случайной величины и ма-
тематическим ожиданием ее оценки: 

Δψ[ ( )] ψ[ ( )] Μ{ψ [ ( )]}dX n X n X n= − ,        (9) 

где M  – символ операции определения матема-
тического ожидания.  

Если Δψ[ ( )] 0X n = , то оценка несмещенная. 
Если Δψ[ ( )] 0X n ≠ , то оценка смещенная. Если 
Δψ[ ( )] 0X n =  только при d → ∞ , то оценка 
асимптотически несмещенная. 
Оптимальность оценки по некоторому кри-

терию. Если в качестве критерия принять, на-
пример, дисперсию оценки, то оценку с наи-
меньшей дисперсией при фиксированном объе-
ме выборки можно считать оптимальной по 
критерию минимизации дисперсии. Такую 
оценку D{ [ ( )]}d iX nψ  называют эффективной 
оценкой: 

D{ [ ( )]} inf { [ [( )]}d i dX n D X nψ = ψ ,       (10) 

где D  – символ операции определения диспер-
сии. 
Состоятельность оценки. Если смещение и 

дисперсия оценки стремятся к нулю при возрас-
тании объема выборки, то такая оценка называ-
ется состоятельной оценкой.  
Точность и надежность оценки. Разность 

между оценкой и истинным значением называ-
ют отклонением оценки:  

Δψ[ ( )] ψ[ ( )] ψ [ ( )]dX n X n X n= − .         (11)  

Надежность и точность оценки характеризу-
ют доверительной вероятностью β  события 
того, что абсолютная величина отклонения 
Δψ[ ( )]X n  будет меньше некоторой выбранной 
величины ε : 

P { ψ[ ( )] ψ [ ( )] ε} βdX n X n− < = ,      (12) 

где P  – символ операции определения вероят-
ности. 

В соотношении (12) величина ε  характери-
зует точность оценки, а вероятность β  – на-
дежность оценки.  

В теории оценивания широко применяется 
понятие доверительного интервала βH : 

β {ψ [ ( )] , ψ { ( )] ε}d dH X n X n= − ε + .      (13) 

Если произвести тождественное преобразо-
вание выражения (13) в виде 

P {ψ [ ( )] ε ψ[ ( )] ψ [ ( )] ε} βd dX n X n X n− < < + = , (14) 
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то нетрудно видеть, что интервал βH  с вероят-
ностью β  накрывает ψ[ ( )]X n  (откуда и назва-
ние интервала – доверительный). 

Отметим, что в теории цифровой обработки 
стационарных СДИС в качестве показателей 
точности оценок используют также абсолют-
ную среднеквадратичную погрешность: 

ψμ D {ψ [ ( )]}d X n= ,               (15) 

и относительную среднеквадратичную погреш-
ность: 

ψ

{ψ [ ( )]}
δ

ψ[ ( )]
dD X n

X n
= .               (16) 

Заключение 
В работе показано, что теория дискретных 

статистических измерений, является основой 
методов и алгоритмов цифровой обработки на 
конечных интервалах случайных дискретных 
информационных сигналов [15-38]. 

Исследование вопросов содержания и соот-
ношения между собой математической и изме-
рительной частей теории статистических изме-
рений теоретико-вероятностных характеристик 
случайных дискретных информационных сиг-
налов, аксиом их измерения на конечных интер-
валах, позволило во многом ответить на вопро-
сы данного научно-прикладного направления. 
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* * *  

And the Axioms of Measurement  
 
О. V. Ponomareva, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU 
 
The problems of the theory of measurement of probability-theoretical characteristics of random discrete signals are considered. 

It is shown that the theory of discrete statistical measurements is the basis of methods and algorithms for digital processing on 
finite intervals of random discrete information signals. The theory of statistical measurements of probability-theoretic 
characteristics of random discrete information signals, being an applied scientific direction, incorporates both the mathematical 
part and the measuring part. It is emphasized that in the scientific and practical literature questions of the content and relationship 
of these parts of the discrete statistical measurements theory are not quite correct, often incomplete and rather confused. The paper 
examines the issues of the content and relationship of these parts of the theory of statistical measurements of probability-theoretic 
characteristics of random discrete information signals. Two interrelated, but not replacing each other, directions in the stationary 
random discrete information signal processing are considered: harmonic and correlation analysis. It is shown that even when a 
researcher chooses a correlation approach, it is more efficient to process stationary random discrete information signal in the 
spectral domain with the subsequent transition to the correlation domain. The problems of estimating the probability-theoretic 
characteristics of random discrete information signals and the axioms of their measurement at finite intervals are considered. 

 
Keywords: harmonic approach, temporal approach; random discrete signal; probability-theoretic characterization of the signal; 

estimation of the probability-theoretic characteristics of the signal. 
 
Получено: 04.03.19 

 
 
 




