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Предложены быстрые методы анализа двумерных дискретных сигналов в пространственно-частотной области – 

быстрый метод горизонтального скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье. Рассмотрен матема-
тический аппарат прямого двумерного дискретного преобразования Фурье в алгебраической и матричной форме. Рас-
смотрена поэтапная реализация двумерного дискретного преобразования Фурье на основе одномерного быстрого пре-
образования Фурье. Разработаны эффективные методы и алгоритмы горизонтально скользящего двумерного дис-
кретного преобразования Фурье, которые позволяют вычислять коэффициенты данного преобразования в реальном 
масштабе времени. Оценена эффективность (с точки зрения вычислительных затрат) разработанных алгоритмов 
горизонтально скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье в сравнении с известными алгоритмами. 
В результате экспериментальных исследований на модельных двумерных дискретных сигналах доказана обоснован-
ность, эффективность и достоверность предложенных методов и алгоритмов горизонтально скользящего двумерно-
го дискретного преобразования Фурье. Проведена оценка относительной экономии вычислений в разработанных бы-
стрых алгоритмах горизонтального скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье в сравнении со стан-
дартным алгоритмом. 

 
Ключевые слова: двумерный дискретный сигнал, преобразование Фурье, реальный масштаб времени, алгебраическая 

и матричная форма преобразования. 
 
 
Методы цифрового анализа дискретных 

двумерных сигналов [1–29] играют важную 
роль в биологических и астрономических ис-
следованиях, компьютерной томографии, из-
мерениях, контроле и технической диагности-
ке, лазерной технике, дистанционном зондиро-
вании земной поверхности, экологическом 
мониторинге, метеорологии, криминалистике, 
геологической разведке полезных ископаемых, 
трансмиссионной и сканирующей электронной 
микроскопии и целом ряде других предметных 
областей.  

Классическим методом пространственно-
частотного анализа двумерных дискретных сиг-
налов 1 2( , )x n n , 1 10 ( 1)n N≤ ≤ − , 2 20 ( 1)n N≤ ≤ −  
является двумерное дискретное преобразование 
Фурье, позволяющее получать двумерный про-
странственно-частотный спектр на пространст-
венных частотах 1 10 ( 1)k N≤ ≤ − , 

2 20 ( 1)k N≤ ≤ − . 
В то же время имеется ряд приложений, где 

необходимо находить значения двумерного 
пространственно-частотного спектра не на 
всех пространственных частотах, а на одной 
пространственной частоте или их подмноже-
стве. В этом случае применение непосредст-
венно двумерного дискретного преобразова-
ния Фурье, даже на основе быстрого преобра-
зования Фурье, становится  малоэффективным 

и не обеспечивает реализацию реального 
масштаба времени по двум причинам. Во-
первых, большая часть полученных коэффи-
циентов двумерного дискретного преобразо-
вания Фурье не используется, во-вторых, вы-
числительные затраты на получение даже од-
ного конкретного коэффициентов двумерного 
дискретного преобразования Фурье остаются 
весьма значительными. 

Целью данной работы является разработка 
быстрых методов и алгоритмов горизонтального 
скользящего пространственно-частотного ана-
лиза двумерных дискретных сигналов.  

Пусть задан дискретный двумерный сигнал 
1 2( , )x n n  в виде двумерной последовательности 

конечной длины 1 10 ( 1)n N≤ ≤ −  и 

2 20 ( 1)n N≤ ≤ −  или матрицей размером 1 2n n×  в 
прямоугольной опорной области (конкретно на 
плоскости). 

Прямое двумерное дискретное преобразо-
вание Фурье (ПДДПФ) двумерного сигнала 

1 2( , )x n n  представляет собой частный случай 
прямого двумерного z-преобразования: 

1 21 2 1 21 2
, 1 2 1 2 ,

( , ) ( , ) k k
N N

N N z W z W
S k k X z z

= =
=            (1) 

и может быть задано как в алгебраической, так 
и в матричной форме.  
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Алгебраическая форма: 
1 2

1 2
1 2

1 1
1 1 2 2

1 2 1 2,
0 01 2 1 2

1( , ) ( , ) exp 2 ( )
N N

N N
n n

k n k nS k k x n n j
N N N N

− −

= =

⎡ ⎤= − π + =⎢ ⎥⋅ ⎣ ⎦
∑ ∑  

1 2
1 1 2 2

1 2

1 2

1 1

1 2
0 01 2

1 ( , )
N N

k n k n
N N

n n

x n n W W
N N

− −

= =

= ⋅ ⋅
⋅ ∑ ∑ ;                                               (2) 

где 1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  – пространст-
венные частоты; 1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 

1 10, 1,n N= −  2 20, 1,n N= − ; 1 1

1

k n
NW =  

1 1
1

2exp ( )j k n
N

⎛ ⎞π
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
; 2 2

2 2 2
2

2exp ( )k n
NW j k n

N
⎛ ⎞π

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

1 2, 1 2( , )N NS k k  – коэффициенты (бины) ПДДПФ 

(двумерный векторный пространственно-час-
тотный спектр). 
Матричная форма: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)

1 2

1
N N N N N N N NS F X F

N N× × × ×= ⋅ ⋅
⋅

,      (3) 

где 

1 2

22

2

2

1 1 1 1 2

1

0 1 . . ( 1)
0 (0,0) (0,1) . . (0, 1)
1 (1,0) (1,1) . . (1, 1)
. . . . . .
. . . . . .

( 1) ( 1,0) ( 1,1) . . ( 1, 1)

N N

nN
x x x N
x x x N

X

N x N x N x N N
n

×

−
−⎡ ⎤

⎢ ⎥−⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

;                       (4) 

2

2 2 2

2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

2
2

0 ( 1)0 0 0 1

1 ( 1)1 0 11

(1)

( 1) 0 ( 1) 1 ( 1) ( 1)2

2
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. . . . . .
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( 1) . .

N
N N N

N
N N N

N N

N N N N
N N N

N k
W W W

W W W
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− ⎢ ⎥⎣ ⎦

.                              (6) 

В дальнейшем без потери общности в выра-
жении (3) опустим множитель 1 21 / ( )N N⋅ . 

В силу того что для произведения матриц (3) 
справедливо сочетательное свойство: 

1 2 1 1 1 2 2 2

(2) (1)
N N N N N N N NS F X F× × × ×

⎡ ⎤= ⋅ ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

= 
1 1 1 2 2 2

(2) (1)
N N N N N NF X F× × ×

⎡ ⎤⋅ ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
,            (7) 

а ядро ПДДПФ разделимо, получить бины 
ПДДПФ 

1 2N NS × , 1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= − , 
можно двумя способами, каждый из которых 
состоит из двух этапов. 

1-й способ. Получить произведение 

1 2 2 2

(1)
N N N NX F× ×

⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
, а затем умножить матрицу 

1 1

(2)
N NF × на результат произведения, полученного 

на предыдущем этапе.                                         (8) 
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2-й способ. Получить на первом этапе произ-

ведение 
1 1 1 2

(2)
N N N NF X× ×

⎡ ⎤⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
, результат которого 

затем умножить на матрицу 
2 2

(1)
N NF × .                  (9) 

Несложно установить, что для получения 

1 2, 1 2( , )N NS k k  1 10,( 1)k N= − , 2 20,( 1)k N= −  не-

обходимо выполнить 1 2N N⋅  одномерных  ДПФ,  

для вычисления которых могут быть эффектив-
но применены алгоритмы быстрого преобразо-
вания Фурье – БПФ. 

Рассмотрим варианты построения быстрых 
методов и алгоритмов горизонтального про-
странственно-частотного анализа двумерных 
дискретных сигналов при горизонтальном еди-
ничном сдвиге пространственного окна вправо 
(ГС+) (рисунок). 

 

 
а                                                                                                  б 

Пример скольжения дискретного пространственного окна анализа 3×3 по двумерному дискретному сигналу 
 
Укажем предпосылки для разработки быст-

рых методов горизонтальной скользящей про-
странственно-частотной обработки двумерных 
дискретных сигналов на основе двумерного 
дискретного преобразования Фурье. Для этого 
обратимся к матричной форме ПДДПФ (3) и 
соотношениям (7), (8) и (9).  

Пусть нам необходимо найти один коэффи-
циент (бин) двумерного дискретного преобразо-
вания 

1 2, 1 2( , )N NS k k  на пространственной часто-
те 1 2( , )m m  по отсчетам входного сигнала 

1 2( , )x n n . Для получения 
1 , 2 1 2( , )N NS m m  матрич-

ное уравнение (3) преобразуется к виду: 
1 1 1 1

1 2 1 1 1

0 1 ( 1)
, 1 2( , ) [ , ,... ]m m m N

N N N N NS m m W W W⋅ ⋅ ⋅ −= ×  

1 2N NX ×× ⋅ 2 2 2 1

2 21 2

0 1 ( 1)[ , ,... ]m m m N T
N N NW W W⋅ ⋅ ⋅ − ,       (10) 

где T  – символ транспонирования. 
Возможны, как и в общем случае, два вари-

анта получения значения 
1 2, 1 2( , )N NS m m .  

1-й вариант 

1 2, 1 2( , )N NS m m 1 1 1 1

1 1 1

0 1 ( 1)[ , ,... ]m m m N
N N NW W W⋅ ⋅ ⋅ −= ×  

1 2N NX ×
⎡× ⋅⎢⎣

2 2 2 1

2 21 2

0 1 ( 1)[ , ,... ]m m m N T
N N NW W W⋅ ⋅ ⋅ − ⎤

⎥⎦
,  (11) 

2-й вариант 

1 2, 1 2( , )N NS m m 1 1 1 1

1 1 1 1 2

0 1 ( 1)[ , ,... ]m m m N
N N N N NW W W X⋅ ⋅ ⋅ −

×
⎡ ⎤= ⋅ ×⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2 2 2 1

2 21 2

0 1 ( 1)[ , ,... ]m m m N T
N N NW W W⋅ ⋅ ⋅ −× .             (12) 

Как при первом, так и при втором варианте 
получения отдельного бина ПДДПФ на про-
странственной частоте 1 2( , )m m  необходимо 
затратить 1 2( 1)N N⋅ +  комплексных умножений 
и 2 1( 1) ( 1)N N− ⋅ +  комплексных сложений. 
Учитывая, что выполнение одного комплексно-
го умножения требует четырех действительных  
умножений и двух действительных сложений, а 
одно комплексное сложение – двух действи-
тельных сложений, то на получение одного зна-
чения бина (коэффициента) ПДДПФ необходи-
мо затратить 1 24 ( 1)N N⋅ ⋅ +  действительных 
умножений и 1 2 14 2 ( 1)N N N⋅ + ⋅ −  действитель-
ных сложений. Отметим, что этот объем вычис-
лений необходимо выполнять при каждом сдви-
ге двумерного пространственного окна анализа 
по двумерному сигналу 1 2( , )x n n  (рис. 1). Одна-
ко из рис. 1 нетрудно видеть, что при единич-
ном сдвиге двумерного окна по сигналу 

1 2( , )x n n  большое число значений матрицы 

1 2N NX ×  в пространственном окне анализа оста-
ется неизменным. 
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Разработанный согласно варианту 1 быстрый 
алгоритм горизонтальной скользящей обработ-
ки двумерных дискретных сигналов в простран-
ственно-частотной области подробно рассмот-
рен в работе одного из соавторов настоящей 
статьи [30]. Рассмотрим быстрый алгоритм го-
ризонтальной скользящей обработки двумерных 
дискретных сигналов в пространственно-
частотной области, разработанный согласно ва-
рианту 2.  

В дальнейшем быстрые алгоритмы, разрабо-
танные согласно вариантам 1 и 2, будем, соот-
ветственно, обозначать как алгоритм 1 и алго-
ритм 2. 

Быстрый алгоритм 2 скользящей обработки 
в пространственно-частотной области              
при ГС+-сдвиге двумерных дискретных 
сигналов 
1. Найти строчную матрицу 

1 1 1( , )NS n m  раз-

мером 1N  путем умножения базисной функции 
длительностью 1N  и частоты 1m  на матрицу 
дискретного двумерного сигнала 1 2( , )x n n . 

2. Запомнить строчную матрицу 
1 1 1( , )NS n m  

как строчную матрицу 1 1

1

( , ) (0)n m
NS . 

3. Вычислить значение коэффициента дву-
мерного дискретного преобразования 

1 2, 1 2( , )N NS m m , путем умножения строчной мат-

рицы 
1 1 1( , )NS n m  на базисную функцию дли-

тельностью 1N  и частоты 1m . Выполнением 
этой процедуры заканчивается выход алгоритма 
на рабочий режим. Далее осуществляется ре-
куррентная процедура получения коэффициента 
(бина) 

1 , 2 1 2( , )N NS m m  при сдвиге окна на один 

отсчет вправо по двумерному сигналу 1 2( , )x n n . 
4. Осуществить ГС+ сдвиг дискретного про-

странственного окна на один отсчет вправо по 
двумерному сигналу 1 2( , )x n n  и получить мат-
рицу дискретного двумерного сигнала 

1 2[ ,( 1)]x n n + . 
5. Сформировать согласно соотношению: 

1 1

1

( , ) ( 1)n m
NS − = 1 1

1

(( 1), ) (0)n m
NS + ; 1 10, 2n N= − .   (13) 

Значение 1 1

1

(( 1), ) ( 1)N m
NS − −  необходимо найти 

дополнительно путем произведения 2m  строки 
матрицы 

2 2

(2)
N NF ×  на 1( 1)N −  столбец матрицы 

1 2N NX ×  после ГС+ сдвига. 
6. Вычислить значение коэффициента дву-

мерного дискретного преобразования 

1 , 2 1 2( , )N NS m m  путем умножения строчной мат-

рицы 1 1

1

( , ) (1)n m
NS  на базисную функцию длитель-

ностью 1N  и частоты 2m . 
7. Перейти к выполнению пункта № 4. 
Разработанный быстрый алгоритм 2 горизон-

тальной скользящей обработки двумерных дис-
кретных сигналов в пространственно-частотной 
области требует для получения коэффициента 

1 , 2 1 2( , )N NS k k  двумерного дискретного преобра-

зования 1 24 ( )N N⋅ +  действительных умноже-
ний и 1 24 ( 1)N N⋅ + −  действительных сложе-
ний.  

Заключение 
Быстрый алгоритм 1 горизонтальной сколь-

зящей обработки двумерных дискретных сигна-
лов в пространственно-частотной области тре-
бует для получения бина 

1 , 2 1 2( , )N NS k k  двумер-

ного дискретного преобразования 18 N⋅  
действительных умножений и 1(10 2)N⋅ −  дей-
ствительных сложений. Отличительным свойст-
вом данного алгоритма является независимость 
вычислительных затрат (при выходе алгоритма 
на рабочий режим) от размера скользящего окна 
по переменной 2n . Разработанный быстрый ал-
горитм 2 горизонтальной скользящей обработки 
двумерных дискретных сигналов в пространст-
венно-частотной области требует для получения 
коэффициента 

1 , 2 1 2( , )N NS k k  двумерного дис-

кретного преобразования 1 24 ( )N N⋅ +  действи-
тельных умножений и 1 24 ( 1)N N⋅ + −  действи-
тельных сложений. Отличительным свойством 
данного алгоритма является зависимость вы-
числительных затрат (при выходе алгоритма на 
рабочий режим) от размеров скользящего окна 
по обеим переменным: 1n  и 2n . Указанные 
свойства алгоритмов и требуемые вычислитель-
ные затраты на их реализацию позволяют ис-
следователю выбрать либо алгоритм 1, либо ал-
горитм 2 в зависимости от конкретной ситуа-
ции. 

Рассмотренные быстрые методы ГС+ сколь-
зящей обработки двумерных дискретных сигна-
лов в пространственно-частотной области по-
зволяют за счет устранения избыточности в ал-
горитмах прямой реализации скользящей 
обработки сигналов обеспечить при нахождении 
коэффициента (бина) ПДДПФ реальный мас-
штаб времени. 
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* * *  

Fast Method of Horizontal Sliding Spatial – Frequency Signal Processing 
 
О. V. Ponomareva, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU 
A. V. Ponomarev, PhD in Economics, Associate Professor, Kalashnikov ISTU 
 
Fast methods of analysis of two-dimensional discrete signals in the spatial – frequency domain (a fast method of horizontal 

sliding two-dimensional discrete Fourier transform) are proposed. The mathematical apparatus of direct two-dimensional discrete 
Fourier transform in algebraic and matrix form is considered. A step-by-step implementation of a two-dimensional discrete Fourier 
transform based on one-dimensional fast Fourier transform is considered. Effective methods and algorithms of horizontal sliding 
two-dimensional discrete Fourier transform are developed, which allow to calculate the coefficients of this transformation in real 
time. The efficiency (in terms of computational costs) of the developed algorithms of horizontally sliding two-dimensional discrete 
Fourier transform is evaluated in comparison with the known algorithms. As a result of experimental studies on model two-
dimensional discrete signals proved the validity, efficiency and reliability of the proposed methods and algorithms of horizontal 
sliding two-dimensional discrete Fourier transform. The estimation of the relative economy of calculations in the developed fast 
algorithms of horizontal sliding two-dimensional discrete Fourier transform is carried out in comparison with the standard algo-
rithm. 
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