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Статья посвящена разработке математического и программного обеспечения решения задач внешней баллистики. 

Математическая модель траекторной задачи основана на системе уравнений движения снаряда, учитывающей враще-
ние и колебания относительно центра масс. Параметрические зависимости для аэродинамических коэффициентов опре-
деляются с помощью численного моделирования внешнего обтекания снаряда. На основе математической модели внеш-
ней баллистики разработаны алгоритмы решения обратной задачи, имитационного моделирования рассеивания снаря-
дов, стрельбы очередью с подвижного носителя. 

Программный комплекс решения задач внешней баллистики включает блок расчетных модулей, реализующих пред-
ставленные математические модели и вычислительные алгоритмы, базу данных параметров вооружения и результатов 
моделирования, систему визуализации результатов вычислительного эксперимента.  

Представлены некоторые результаты решения задач внешней баллистики при проектировании и отработке ракет-
но-артиллерийского вооружения. Проведено сравнение результатов расчета траектории, полученных с использованием 
расчетной модели сопротивления и эмпирических законов сопротивления. Представлены результаты моделирования рас-
сеивания снарядов и стрельбы из ракетно-артиллерийского вооружения с подвижного носителя. Результаты моделиро-
вания отображаются в системе трехмерной визуализации на виртуальной карте местности. 
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Введение 
Разработка новых типов боеприпасов ракет-

но-артиллерийского вооружения требует прове-
дения большого объема дорогостоящих экспе-
риментальных исследований и опытных работ. 
Для нового типа снаряда требовались свои таб-
лицы, составлять которые приходилось годами, 
предварительно проведя полигонные стрельбы 
для определения параметров принятого закона 
сопротивления воздуха, главным образом коэф-
фициента формы снаряда [1]. В силу ограни-
ченности диапазона изменения условий опыта 
натурный эксперимент не позволяет исследо-
вать полный спектр факторов, влияющих на 
кучность и точность стрельбы. В контексте вы-
шесказанного на первый план выходит матема-
тическое моделирование и численный экспери-
мент. 

Современный уровень развития компьютер-
ных технологий позволяет создавать системы 
визуализации для моделирования сложных тех-
нических систем. Эти технологии широко ис-
пользуются для создания систем виртуальной 
реальности, в том числе при моделировании по-
лигонных испытаний и обучении действиям в 
подготовке боевых операций [2–4]. 

В данной работе представлены результаты 
разработки математического и программного 
обеспечения для решения задач внешней балли-

стики при проектировании и отработке ракетно-
артиллерийского вооружения. 

Математическое обеспечение решения              
задач внешней баллистики 
Решение прямой задачи внешней баллистики 
Математическая модель внешней баллистики 

снаряда основана на системе дифференциальных 
уравнений движения, учитывающей вращение и 
колебания относительно центра масс, и исполь-
зовании аэродинамических коэффициентов сил и 
моментов, рассчитанных на основе численного 
моделирования обтекания снаряда [5]. 

Траектория движения снаряда строится в 
стартовой системе координат с с сOx y z , связан-
ной с точкой расположения орудия и ориенти-
рованной по направлению стрельбы (рис. 1). 
Координаты центра масс снаряда определяются 
уравнениями: 

с с
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где сx  – дальность; сy  – высота полета; сz  – 
боковое отклонение в стартовой системе коор-
динат; кV  – скорость центра масс снаряда, θ  – 
угол наклона траектории; ψ  – угол пути. 
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Рис. 1. Стартовая ( с с сOx y z ) и траекторная 

( к к кOx y z ) системы координат 

Параметры движения снаряда определяются 
в траекторной системе координат к к кOx y z , свя-
занной с центром масс снаряда и ориентирован-
ной по вектору скорости (рис. 1): 

к к

к к

к к

Mк

M

к к

M

к

M

sin ,

cos ,

,
cos

,

x x

y y g

z z g

x x

x

C qS b PdV
g

dt m
C qS b P dgd

dt V mV dt
C qS b P dd

dt mV dt

d m qS l
dt I

−
= − θ −

− θθθ
= − − +

− ψψ
= − +

θ

ω
= −

      (2) 

где g  – ускорение силы тяжести; 
к к к
, ,x y zС С С – 

коэффициенты составляющих аэродинамической 
силы по осям траекторной системы координат; 
q  – скоростной напор воздуха; 2

M / 4S d= π  – 
площадь миделева сечения снаряда; d  – калибр 
снаряда; m  – масса снаряда; P  – тяга реактивно-
го двигателя; 

к к к
, ,x y zb b b  – коэффициенты состав-

ляющих силы тяги; xω  – аксиальная скорость 
вращения снаряда; xm  – коэффициент аэродина-
мического аксиального момента; l  – длина сна-
ряда; xI  – аксиальный момент инерции; gθ , gψ  – 
дополнительные углы, связанные с учетом гео-
физических параметров Земли. 

Для определения составляющих экватори-
альной угловой скорости снаряда решается сис-
тема уравнений: 

1 2 2 11 2, ,M x x M x x

z z

m qS l I m qS l Id d
dt I dt I

− ω ω + ω ωω ω
= =

   (3) 

где 1 2,m m – коэффициенты составляющих аэро-
динамического момента; zI  – экваториальный 
момент инерции снаряда. 

Горизонтальная и вертикальная составляю-
щие угла нутации снаряда 1 2,δ δ  определяются 
из системы уравнений: 
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Коэффициенты составляющих аэродинами-
ческой силы 

к к к
, ,x y zС С С  в уравнениях (2) опре-

деляются через аппроксимационные зависимо-
сти ( ),a

xC M α , ( ),a
yC M α , ( ),a

z xC ω α  коэффи-
циентов силы сопротивления от числа Маха М , 
угла атаки α , безразмерной скорости вращения 

xω . Коэффициенты аэродинамического момен-
та xm  и 1 2,m m  в уравнениях (2), (3) определя-
ются через аппроксимационные зависимости 

( ),a
x xm M ω , ( ), ,a

y xm M α ω , ( ),a
zm M α  коэффи-

циентов момента аэродинамической силы. 
Параметрические зависимости коэффициен-

тов аэродинамических сил и моментов снаряда 
определялись на основе численного моделиро-
вания внешнего обтекания [6]. Математическая 
постановка задачи включает систему уравнения 
Навье – Стокса, осредненных по Фавру, и k – ε-
модель турбулентности с учетом эффекта сжи-
маемости по модели Саркара [7]. Численная ме-
тодика решения задачи обтекания снаряда реа-
лизована в пакете ANSYS Fluent. 

Исследование аэродинамических характери-
стик снарядов проводилось в широком диапазо-
не изменения параметров: числа Маха 

0,5 5, 0М = − ; углы атаки 0 20α = − ° ; скорости 
вращения снаряда 500 8000xω = − рад/с. По ре-
зультатам численного эксперимента с помощью 
метода наименьших квадратов строились ап-
проксимационные зависимости для коэффици-
ентов аэродинамической силы и момента [5]. 

Система дифференциальных уравнений (1)–
(4) интегрируется численно методом Рунге – 
Кутта – Вернера 6-го порядка с контролем по-
грешности интегрирования [9]. 
Решение обратной задачи внешней                     
баллистики 
Обратная задача внешней баллистики заклю-

чается в определении угла стрельбы сθ  и ди-
рекционного угла цα  при известном начальном 
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расположении цели, ее скорости и направлении 
перемещения: 

( ) ( )1 0
с ц к 0 ц цθ , , , , , ,−

Σ= α τ =Q P Φ P P V A ,    (5) 

где ( )0 0 0 0, ,X Y Z=P  – начальная точка стрельбы 
(координаты орудия); ( )к к к к, ,X Y Z=P  – конеч-
ная точка стрельбы (координаты цели); 

( )0 0 0 0
ц ц ц ц, ,X Y Z=P  – начальные координаты це-

ли; ( )ц 1ц 2ц 3ц, ,V V V=V  – вектор скорости пере-
мещения цели. Вектор A  содержит характери-
стики снаряда и орудия, геофизические и атмо-
сферные данные. Время Στ  определяется 
суммой времени решения обратной задачи рτ , 
времени наведения орудия нτ  и времени полета 
снаряда кτ : р н кΣτ = τ + τ + τ . 

При решении обратной задачи (5) рассматри-
ваются два подхода. В первом подходе исполь-
зуется итерационный метод последовательных 
приближений на основе метода хорд. При этом 
на каждом шаге итерационного алгоритма необ-
ходимо решать прямую задачу внешней балли-
стики. Данный алгоритм позволяет найти реше-
ние задачи для заданных условий стрельбы с 
любым требуемым уровнем точности. Однако 
время расчетов здесь может играть существен-
ную роль с точки зрения погрешности прогно-
зирования положения движущейся цели.  

Второй «быстрый» способ решения обратной 
задачи на основе предварительно построенной 
базы знаний и многослойной нейронной сети [9]. 
В качестве входного вектора нейронной сети вы-
ступает ( )0 0 0 0

ц ц ц 1ц 2ц 3ц, , , , , , ,wX Y Z V V V w= αz , где 

,w wα  – направление и скорость ветра, аппрок-
симируемыми величинами являются 

( )с ц,K = θ αz . Структура нейронной сети опре-
деляется вектором количества нейронов в слоях: 

( )6, 20, 15, 10,3 , 0, 4kN k= = . Ошибка аппрок-
симации нейронной сети при решении обратной 
задачи не превышает 1 %. 
Расчет характеристик рассеивания снарядов 
Методика определения характеристик рас-

сеивания снарядов основана на методе стати-
стических испытаний Монте-Карло. На основе 
имитационного моделирования при случайном 
задании факторов, влияющих на полет снаряда, 
определяются характеристики закона рассеива-
ния: средняя точка, срединные и максимальные 
отклонения, график частот [10]. 

Все факторы, влияющие на полет снаряда, 
разделяют на три группы [11]: 

− баллистические условия: масса снаряда 
( m ), начальная скорость ( 0V ), угол стрельбы 
( сθ ), дирекционный угол ( цα ) и др.; 

− геофизические условия: географическая 
широта ( B ), ускорение силы тяжести ( g ), ра-
диус Земли ( зR ); 

− метеорологические условия: давление ( p ), 
температура (T ), направление ( wα ) и скорость 
( w ) ветра. 

Распределение факторов стрельбы задается 
по нормальному закону [12]: 

i ai aia m n= + σ , 

где aim  – математическое ожидание i-го факто-
ра; aiσ  – среднеквадратическое отклонение i-го 
фактора; n  – случайная величина со стандарт-
ным нормальным законом распределения 
( 0nm = , 1nσ = ). Для моделирования нормаль-
ного закона распределения используется преоб-
разование Бокса – Мюллера [13]. 

Для артиллерийских снарядов из-за влияния 
большого количества случайных факторов 
можно принять нормальный закон рассеивания. 
В область срединного отклонения 

[ ]д д б бВ ;В , В ;Вx z∈ − ∈ −⎡ ⎤⎣ ⎦  попадает 50 % сна-
рядов. Радиусы эллипса рассеивания определя-
ются по максимальному отклонению снарядов, 
принимаются равными д4 В , б4 В . Вероятности 
попадания снарядов в данную область равна 
99,3 %. 

На основе разработанной имитационной мо-
дели в соответствии с [14] реализована методи-
ка определения параметров зоны безопасности 
при проведении полигонных испытаний. 
Моделирование стрельбы с подвижного                             
носителя 
При стрельбе очередью с подвижного носи-

теля (вертолета) необходимо учитывать целый 
ряд механических и гидродинамических факто-
ров, влияющих на точность стрельбы: измене-
ние скоростей и углов ориентации вертолета, 
транспортные вибрации, создаваемые винтами и 
турбинами, возмущения, вызванные отстрелом 
боеприпасов, поток воздуха, создаваемый не-
сущим винтом, и др. 

Для учета механических факторов была раз-
работана математическая модель механической 
системы «вертолет – вооружение», представ-
ленной в виде совокупности материальных тел с 
точечными массами: жесткая оболочка (корпус 
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вертолета); источники вибраций (винты и тур-
бины); материальные точки, которые могут по-
кидать систему (снаряды и ракеты) [15]. По ре-
зультатам моделирования динамики подвижно-
го носителя рассчитываются начальные условия 
стрельбы в моменты выстрелов.  

Траектория движения снарядов и ракет рас-
считывается на основе методики решения зада-
чи внешней баллистики при стрельбе с подвиж-
ного носителя [16]. Для учета влияния несущего 
винта вертолета на движение снарядов и ракет 
разработана методика расчета параметров воз-
душного потока, создаваемого вращением вин-
та. Моделирование воздушной струи проводи-
лось на основе численного решения уравнений 
Навье – Стокса, осредненных по Рейнольдсу, и 
k – ε-модель турбулентности. В плоскости не-
сущего винта задавалось распределение индук-
тивной скорости на основе эмпирических дан-
ных в зависимости от режима полета [17]. 

Программное обеспечение моделирования 
и визуализации внешнебаллистических 
процессов 
Для решения представленного круга задач 

внешнебаллистического проектирования был 
разработан программный комплекс моделиро-
вания и визуализации процессов внешней бал-
листики [18, 19]. Программный комплекс состо-
ит из следующих блоков (рис. 2): 

− база данных для хранения характеристик 
вооружения, баллистических и метеорологиче-
ских условий стрельбы и результатов моделиро-
вания; 

− расчетный модуль, включающий математи-
ческие модели и алгоритмы решения задач 
внешней баллистики; 

− система визуализации результатов модели-
рования; 

− средства взаимодействия с системами ин-
женерного моделирования: AutoCAD, Компас 
3D, ANSYS, ЛОГОС и др. 

 
Программно-вычислительный комплекс
моделирования внешней баллистики
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Рис. 2. Структура программного комплекса моделирования внешней баллистики  

 
Основные возможности программного ком-

плекса: 
− расчет траектории движения снарядов и ра-

кет на основе полной системы уравнений дви-
жения с учетом различных способов задания 
аэродинамических коэффициентов, для различ-
ных баллистических, геофизических и метеоро-
логических условий стрельбы; 

− решение обратной задачи внешней балли-
стики с помощью итерационного алгоритма и 
многослойной нейронной сети; 

− определение характеристик рассеивания 
снарядов и ракет на основе методики статисти-
ческого имитационного моделирования; 

− оптимизация параметров ракетно-артил-
лерийских систем на этапе проектирования с 
целью повышения дальности стрельбы; 

− моделирование стрельбы из ракетно-
артиллерийского вооружения с подвижного но-
сителя (вертолета); 

− визуализация результатов моделирования в 
системе трехмерной компьютерной графики на 
виртуальной карте местности. 

Программный комплекс создан в среде MS 
Visual Studio на языке C# с использованием гра-
фической библиотеки SDK NeoAxis [20]. Основой 
программного комплекса является информацион-
ное ядро, которое содержит базу данных. В базе 
данных содержится: информация о подвижном 
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носителе, ракетно-артиллерийском вооружении, 
снарядах и ракетах, а также цифровая карта мест-
ности и виртуальные геометрические модели объ-
ектов моделирования. Информация хранится в 
формате XML, что обеспечивает гибкость в фор-
мировании структуры данных. 

Результаты решения задач внешней                             
баллистики при проектировании                                
и отработке ракетно-артиллерийского 
вооружения 
Проводилось исследование влияния способа 

задания коэффициентов аэродинамических сил 
и моментов на точность расчета траектории. 
Сравнение результатов расчета траектории на 
примере осколочно-фугасного снаряда калибра 
152 мм (ОФ 152 мм), полученных по разрабо-

танной методике с использованием расчетной 
модели сопротивления, с результатами, полу-
ченными с использованием законов сопротив-
ления 1943 и 1958 года [1], показало, что для 
некоторых диапазонов изменения начальных 
условий стрельбы наблюдаются значительные 
отклонения (до 800 м) точек падения снарядов 
(рис. 3). Различие результатов расчета траекто-
рии объясняется не только количественным, но 
и качественным отличием расчетных кривых 
сопротивления для современных форм снарядов 
и эталонных зависимостей по законам 1943 и 
1958 года. 

На рис. 4 представлено отображение резуль-
татов расчета траектории на виртуальной карте 
местности. 

 

0

1000

2000

3000

4000

5000

0 4000 8000 12000 16000 20000

ус , м

xс , м

 

1

2

 
Рис. 3. Проекции траекторий снаряда ОФ 152 мм на плоскость Oxcyc : 1 – начальная скорость 0 680V = м/с;                       

2 – начальная скорость 0 945V = м/с;  закон сопротивления 1943 года;    расчетная модель сопротивления 
 

 
Рис. 4. Отображение результатов расчета траектории на виртуальной карте местности 

 
Моделирование рассеивания снарядов про-

водилось для снаряда ОФ 152 мм при стрельбе 
на максимальную дальность. На рис. 5 пред-
ставлены отклонения по продольной и боковой 
координатам точек падения снарядов, получен-

ные путем имитационного моделирования, 
здесь же построен эллипс рассеивания. На рис. 6 
представлено отображение результатов модели-
рования на виртуальной карте местности. 
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Рис. 5. Результаты моделирования рассеивания и эллипс рассеивания 

 

 
Рис. 6. Отображение результатов моделирования рассеивания снарядов 

 
При стрельбе с подвижного носителя взаи-

модействие системы «вертолет – вооружение» 
оказывает существенное влияние на точность и 
кучность стрельбы. При стрельбе очередью из 
пушек отклонение снарядов от точки прицели-
вания происходит в сторону уменьшения даль-
ности и с увеличением длины очереди прогрес-
сивно возрастает (рис. 7, а). При пусках ракет 

для определенных скоростей вертолета откло-
нение очереди происходит в сторону увеличе-
ния дальности (рис. 7, б). На основе полученных 
расчетных данных имеется возможность наблю-
дать динамику движения трехмерных моделей 
подвижного носителя, снарядов и ракет по тра-
ектории на цифровой карте местности (рис. 8). 
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Рис. 7. Точки падения снарядов (а) и ракет (б) при стрельбе с подвижного носителя 
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Рис. 8. Отображение результатов моделирования стрельбы с подвижного носителя 

 
Заключение 
В статье представлено описание и изложены 

принципы работы программного комплекса мо-
делирования и трехмерной визуализации 
стрельбы из ракетно-артиллерийского вооруже-
ния со стационарной и подвижной установок на 
виртуальной карте местности. Программный 
комплекс является инструментом для проведе-
ния полномасштабных внешнебаллистических 
исследований на этапе проектирования и отра-
ботки боеприпасов ракетно-артиллерийских 
систем. 
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Solution of Problems of External Ballistic Design on the Basis of Mathematical and Computer Modeling 
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The paper is devoted to the development of mathematical and software solutions to problems of external ballistics. The mathe-

matical model of the trajectory problem is based on the system of equations of projectile motion, which takes into account the rota-
tion and oscillations relative to the center of mass. Parametric dependencies for aerodynamic coefficients are determined using 
numerical simulation of the external flow around the projectile. On the basis of the mathematical model of external ballistics, algo-
rithms have been developed for solving the inverse problem, simulating modeling of projectile dispersion, and shooting a burst 
from a mobile carrier. 

The software complex for solving the external ballistics problems includes a block of computational modules that implement the 
presented mathematical models and computational algorithms, a database of weapon parameters and simulation results, and a 
system for visualizing the results of a computational experiment. 

Some results of solving problems of external ballistics in the design and development of rocket-artillery weapons are presented. 
A comparison of the results of trajectory calculation obtained using the calculated model of resistance and empirical laws of resis-
tance has been carried out. The results of modeling the dispersion of shells and shooting of rocket-artillery weapons from a mobile 
carrier are presented. The simulation results are displayed in the three-dimensional visualization system on a virtual map of the 
area. 
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