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В статье рассмотрены теоретические вопросы дискретных линейных пространственно-инвариантных систем об-

работки сигналов. Даны определения некоторых основных понятий в области двумерной обработки дискретных сигна-
лов. На основе анализа природы происхождения дискретных двумерных сигналов подробно рассмотрены свойства дис-
кретных линейных пространственно-инвариантных систем: суперпозиция, пропорциональность (гомогенность, однород-
ность), коммутативность, физическая реализуемость, устойчивость. В работе приведены результаты анализа 
принципов, лежащих в основе пространственно-инвариантных (изопланатических) относительно сдвига систем. Под-
робно рассмотрены свойства разделимых дискретных линейных пространственно-инвариантных систем. Определены 
характеристики суперсистем, полученных последовательным (каскадным) и параллельным соединением дискретных ли-
нейных пространственно-инвариантных субсистем с известными дискретными двумерными передаточными функциями. 
Рассмотрены дискретные обобщенные линейные двумерные системы. В статье названы причины актуальности и свое-
временности развития теории линейных пространственно-инвариантных систем обработки дискретных сигналов, а 
также синтеза двумерных унитарных преобразований с варьируемыми параметрами. 
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Введение  
Прежде чем перейти к рассмотрению теоре-

тических вопросов линейных пространственно-
инвариантных систем обработки сигналов, при-
ведем определения некоторых основных поня-
тий в области двумерной обработки сигналов.  

В данной работе под дискретным двумерным 
сигналом ( , )x m n  понимается двумерная последо-
вательность, являющаяся множеством действи-
тельных (или в общем случае комплексных) чи-
сел, определенных для упорядоченных пар целых 
чисел m  и n  как при ,m n−∞ < < +∞  (двумерная 
последовательность бесконечной длины), так и 
при 10 1m N≤ ≤ −  и 20 1n N≤ ≤ −  (двумерная 
последовательность конечной длины). 

Из двух видов описаний дискретного дву-
мерного сигнала ( , )x m n  в прямоугольной 
опорной области1, т. е. при 10 1m N≤ ≤ −  и 

20 1n N≤ ≤ −  наиболее часто используется мат-
ричное представление: 
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(1) 
Природа происхождения дискретных дву-

мерных сигналов может быть различной: 
• дискретный двумерный сигнал может быть 

дискретным по определению, например, как 
результат считывания амплитуд сигналов с ре-
шетки датчиков при сейсморазведке или с ре-
шетки гидрофонов при пассивной гидролока-
ции; 

• дискретный двумерный сигнал может быть 
получен в результате двумерной дискретизации 
непрерывной двумерной функции 1 2( , )x t t , где 
переменные 1t  и 2t  принадлежат континууму 
величин, описывающих тот или иной объект, то 
или иное явление2.  

Отметим, что если в первом случае дискрет-
ный двумерный сигнал является двумерной по-
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следовательностью конечной длины из-за огра-
ниченности числа датчиков в решетке в опор-
ной области, то во втором случае диапазон пе-
ременных m  и n  в опорной области дискретно-
го двумерного сигнала обычно ограничивается, 
исходя из практических соображений. 

Теоретические вопросы линейных                      
пространственно-инвариантных систем 
обработки сигналов 
В общем случае дискретная двумерная систе-

ма обработки сигналов преобразует входной 
дискретный двумерный сигнал ( , )x m n  в выход-
ной дискретный двумерный сигнал ( , )y m n  с по-
мощью некоторого оператора преобразования Φ  
(рис. 1). 

 
Рис. 1. Представление двумерной дискретной системы 

 
Введем два условных обозначения оператора 

преобразования Φ :  

( , )x m n Φ⎯⎯→ ( , )y m n ;   ( , )y m n = [ ( , )]x m nΦ . 

Дискретная двумерная система называется 
линейной, если для нее соблюдается принцип 
суперпозиции: 

если: 1 ( , )x m n Φ⎯⎯→ 1 ( , )y m n    и   

2 ( , )x m n Φ⎯⎯→ 2 ( , )y m n , 
то: 1 ( , )x m n + 2 ( , )x m n Φ⎯⎯→ 1 ( , )y m n + 2 ( , )y m n ; 

   (2) 
и справедлив принцип пропорциональности3: 

1 ( , )a x m n⋅ + 2 ( , )b x m n⋅ Φ⎯⎯→ 1 ( , )a y m n⋅ +  

+ 2 ( , )b y m n⋅ .                         (3) 

Дискретная линейная двумерная система назы-
вается пространственно-инвариантной (изопла-
натической) относительно сдвига системой4:  

если: 1 ( , )x m n Φ⎯⎯→ 1 ( , )y m n , ∀  целых 0m  и 0n , 

то: 1 0 0( , )x m m n n− − Φ⎯⎯→ 1 0 0( , )y m m n n− − .   
(4) 

Дискретные линейные пространственно – 
инвариантные системы (ДЛПИ-системы) обла-
дают свойством коммутативности (рис. 2): 

если: ( , )x m n ДЛПИ система№1⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ 1 ( , )y m n  и 
( , )x m n ДЛПИ система№2⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ 2 ( , )y m n , 

то: 
( , )x m n ДЛПИ система№1⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ДЛПИсистема№2⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ( , );z m n  

( , )x m n ДЛПИ система№2⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ДЛПИсистема№1⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ( , )z m n .    
(5) 

 

 
Рис. 2. Свойство коммутативности дискретных линейных пространственно-инвариантных систем 

 
Отклик ДЛПИ-системы на дискретный дву-

мерный единичный импульс (единичный от-
счет) 0 ( , )u m n : 

0
1 при 0,

( , )
0 при , 0

т n
u m n

m n
= =⎧= ⎨ ≠⎩

             (6) 

представляет собой дискретную двумерную им-
пульсную характеристику ДЛПИ-системы 

( , )h m n . В том случае когда ( , ) 0, , 0h m n m n= < , 
ДЛПИ-система называется физически реализуе-
мой. Как и в случае одномерной линейной сис-
темы с постоянными параметрами, вход и вы-

а
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ход ДЛПИ-системы связаны между собой опе-
рацией двумерной свертки: 

( , ) ( , ) ( , )y m n x m n h m n= ∗ = 

=
1 1

1 1 1 1( , ) ( , )
m n

h m n x m m n n
∞ ∞

=−∞ =−∞

⋅ − −∑ ∑ = 

=
1 1

1 1 1 1( , ) ( , )
m n

x m n h m m n n
∞ ∞

=−∞ =−∞

⋅ − −∑ ∑ .      (7) 

В работах [1–3] справедливо отмечаются 
сложности вычислительного характера приме-
нения на практике непосредственно соотноше-
ния (7), поскольку для нахождения выходного 
сигнала ДЛПИ-системы в этом случае необхо-
димо, как правило, вычислять все члены двой-
ной суммы. Далее будут приведены некоторые 
полезные соотношения для вычисления дис-
кретной двумерной свертки. 

Ситуация существенно упрощается для раз-
делимых ДЛПИ-систем, импульсные характе-
ристики которых могут быть представлены в 
виде произведения: 

1 2( , ) ( ) ( )h m n h m h n= ⋅ .                 (8) 

Для этого класса систем двумерная свертка 
(7) находится как последовательное вычисление 
одномерных сверток. Действительно: 

1 1

1 1 2 2 1 1( , ) ( ) ( ) ( , )
m n

y m n h m h m x m m n n
∞ ∞

=−∞ =−∞
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1 1 2 1 1 1( ) [ ( ) ( , )]
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h m h n x m m n n
∞ ∞

=−∞ =−∞

= ⋅ ⋅ − −∑ ∑ .  (9) 

При изменении 1m  от −∞  до +∞  суммы в 
квадратных скобках образуют последователь-
ность 1m  одномерных сверток. Обозначив по-
следовательность 1m  одномерных сверток в 
квадратных скобках через 1( , )g m m n− , мы при-
ходим к вычислению следующих 1m  одномер-
ных сверток: 

1

1 1 1( , ) ( ) ( , )
m

y m n h m g m m n
∞

=−∞

= ⋅ −∑ .      (10) 

ДЛПИ-система является устойчивой систе-
мой, если при ограниченном входном дискрет-
ном двумерном сигнале ( , )x m n  ее выходной 
дискретный двумерный сигнал ( , )y m n  ограни-
чен. Необходимым и достаточным условием для 
устойчивости ДЛПИ систем является ограничен-
ность их импульсных характеристик: 

( , )
m n

h m n
+∞ +∞

=−∞ =−∞

< ∞∑ ∑ .          (11) 

Важнейшим математическим инструментом 
представления дискретного двумерного сигнала 

( , )x m n  являются его прямое и обратное дву-
мерные z-преобразования. 
Прямое двумерное z-преобразование: 

1 2 1 2( , ) ( , ) m n

m n
X z z x m n z z

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

= ⋅∑ ∑ .      (12) 

Обратное двумерное z-преобразование: 

1 2

1 1
1 2 1 2

1( , ) ( )
4

m n

B B

x m n X z z dz dz− −=
π ∫ ∫ ,    (13) 

где 1B  и 2B  – контуры интегрирования в плос-
костях 1z  и 2z . 

Введя для прямого и обратного двумерных z-
преобразований условные обозначения: 

1 2( , ) ( , )zx m n X z z⎯⎯→  и 1 2( , ) ( , )zx m n X z z←⎯⎯ , 
приведем без доказательств следующие важ-
нейшие соотношения: 

если: ( , ) ( , ) ( , )y m n x m n h m n= ∗ ; 

1 2( , ) ( , )zx m n X z z⎯⎯→ ; 1 2( , ) ( , )zh m n H z z⎯⎯→ ; 

1 2( , ) ( , )zy m n Y z z⎯⎯→ , 
то: 1 2( , )Y z z = 1 2( , )X z z 1 2( , )H z z⋅ ; 

1 2( , ) ( , )zy m n Y z z←⎯⎯ .             (14) 

Дискретная двумерная передаточная функ-
ция системы5 (рис. 1) представляет собой от-
ношение двумерного z-преобразования выход-
ного дискретного двумерного сигнала ( , )y m n  
системы к двумерному z-преобразованию вход-
ного дискретного двумерного сигнала ( , )x m n  
системы: 

1 2( , )H z z = 1 2( , )Y z z / 1 2( , )X z z =  

1 2[ ( , ) ]/m n

m n

y m n z z
∞ ∞

− −

=−∞ =−∞

= ⋅∑ ∑ 1 2[ ( , ) ]m n

m n
x m n z z

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

⋅∑ ∑ . 

  (15) 

На рис. 3 и 4 приведены характеристики су-
персистемы, полученной последовательным и 
параллельным соединением ДЛПИ субсистем с 
известными дискретными двумерными переда-
точными функциями 1 1 2( , )H z z , 2 1 2( , )H z z , а 
также импульсными характеристиками 1 ( , )h m n , 

2 ( , )h m n  при входном сигнале 

1 2( , ) ( , )zx m n X z z⎯⎯→   



ISSN 1813-7911.  Интеллектуальные системы в производстве. 2019. Том 17, № 3 

 
6 Преобразование заданного нормированного векторного пространства называется унитарным, если оно сохраняет 

норму вектора. 

100

Приведенные результаты достаточно просто 
можно обобщить на суперсистемы, полученные 
последовательным и параллельным соединени-
ем L  ДЛПИ-субсистем с известными дискрет-
ными двумерными передаточными функциями 

1 2( , ), 1,iH z z i L= , а также импульсными харак-

теристиками ( , ), 1,ih m n i L= , при входном сиг-
нале 1 2( , ) ( , )zx m n X z z⎯⎯→ . 

Отметим следующие линейные операции, 
широко применяемые при обработке как одно-
мерных, так и многомерных сигналов: суперпо-
зиция, свертка, унитарные преобразования6. 

 
Рис. 3. Дискретная двумерная передаточная функция суперсистемы, полученная последовательным и параллель-
ным соединением ДЛПИ-субсистем: а – последовательное соединение систем; б – параллельное соединение систем 

 
Рис. 4. Дискретная двумерная импульсная характеристика ДЛПИ-суперсистемы, полученной последователь-
ным и параллельным соединением ДЛПИ-субсистем: а – последовательное соединение систем; б – параллельное 
соединение систем. 

 
В работах [4, 5] введено обобщение понятий 

суперпозиции (2) и пропорциональности (3), что 
позволило расширить класс ДЛПИ-систем, 
включив в него класс гомоморфных систем. 

Дискретная двумерная система с оператором 
преобразования Ψ  называется обобщенной ли-
нейной системой, если для нее соблюдается 
принцип обобщенной суперпозиции и справедлив 

а
 
 
 
 
 
 
 
 
б

а
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б
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принцип обобщенной пропорциональности. Вве-
дем для прямого двумерного Ψ -
преобразования условное обозначение: 

( , ) ( , )x m n y m nΨ⎯⎯→ . 
Принцип обобщенной суперпозиции и прин-

цип обобщенной пропорциональности: 

если: 1 ( , )x m n Ψ⎯⎯→ 1 ( , )y m n , 

2 ( , )x m n Ψ⎯⎯→ 2 ( , )y m n , 

3 1 2( , ) ( , ) ( , )x m n x m n L x m n= ⋅ ⋅ , 

3 ( , )x m n Ψ⎯⎯→ 3 ( , )y m n , 

где L  – оператор взаимодействия 1( , )x m n  и 

2 ( , )x m n , 
то: оператор Ψ  дискретной обобщенной систе-
мы должен обладать свойством обобщенной 
суперпозиции: 

3 ( , )x m n Ψ⎯⎯→ 1 ( , )y m n L⋅ ⋅ 2 ( , )y m n ,    (16) 

и принципу обобщенной пропорциональности: 

1 ( , )b L x m n⋅ ⋅ Ψ⎯⎯→ 1 ( , )b L y m n⋅ ⋅ ,      (17) 

где b  – постоянная величина, а 1L  – оператор 
обобщенного умножения. 

Если оператор преобразования L  некоторой 
дискретной характеристической системы может 
быть сведен к сложению матриц, а оператор 1L  
к умножению матрицы на постоянную величи-
ну, то обобщенная дискретная линейная система 
(рис. 5, а) может быть представлена в виде дис-
кретной гомоморфной системы, приведенной на 
рис. 5, б. 

Дискретная гомоморфная система (рис. 5, б) 
состоит из трех гомоморфных подсистем: 

• дискретной характеристической подсисте-
мы с оператором Θ ; 

• ДЛПИ-подсистемы; 
• дискретной характеристической подсисте-

мы с оператором 1−Θ . 

 

 
Рис. 5. Обобщенные системы: а – дискретная обобщенная система; б – гомоморфная система  

 
На рис. 5 Θ  – оператор преобразования ха-

рактеристической системы, обладающий сле-
дующими свойствами: 

3 1 2( , ) ( , ) ( , )x m n x m n L x m n= ⋅ ⋅ Θ⎯⎯→ 4{ ( , )x m n +          
+ 5 ( , )}x m n ; 1 ( , )b L x m n⋅ ⋅ Θ⎯⎯→ ( , )b y m n⋅ ;                 

1−Θ  – оператор преобразования системы обрат-
ный оператору Θ , где 1 ( , )x m n Θ⎯⎯→ 4 ( , )x m n ; 

2 ( , )x m n Θ⎯⎯→ 5 ( , )x m n ; ( , )x m n Θ⎯⎯→ ( , )y m n . 
Отметим, что в частном случае для мультип-

ликативных систем, в которых операторами L  и 
1L  систем являются, соответственно, умноже-

ние и возведение в степень, в качестве операто-
ров характеристических систем Θ  и 1−Θ  при-
меняются операции логарифмирования и потен-
цирования.  

 

Заключение 
В настоящее время развитие теории линей-

ных пространственно-инвариантных систем об-
работки дискретных сигналов является важным 
и актуальным научным направлением двумер-
ного спектрального анализа, а синтез двумер-
ных унитарных преобразований с варьируемы-
ми параметрами областью активного поиска [6–
31]. Это объясняется, во-первых, широким рас-
пространением двумерных сигналов во многих 
предметных областях (например, метеорологии, 
контроле и технической диагностике, медицине, 
геологии, акустике и гидроакустике, кримина-
листике), во-вторых, бурным развитием теории 
цифровой обработки и разработкой эффектив-
ных методов и алгоритмов одномерного спек-
трального оценивания, в-третьих, проблемами 
обобщения одномерных линейных систем на 
двумерные в силу различия в теории этих клас-
сов линейных систем.  

а 

б 
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Theoretical Issues of Linear Spatial Invariant Systems of Signal Processing 
 
A. V. Ponomarev, PhD in Economics, Associate Professor, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 
 
The paper considers theoretical issues of discrete linear spatial invariant systems of signal processing. Definitions are given for 

the main concepts in the field of two-dimensional processing of discrete signals. Basing on analysis of the nature of origin of dis-
crete two-dimensional signals, the properties of discrete linear spatial invariant systems are considered in details: superposition, 
proportionality (homogeneity, uniformity), commutativity, physical implementability, stability. The paper presents the results of 
analysis of principles lying in the basis of spatial invariant (isoplanatic) systems relative to the shift. Properties of separable dis-
crete linear spatial invariant systems are considered in details. Characteristics of super systems are determined which are obtained 
by a consequent (cascade) and parallel connection of discrete linear spatial invariant subsystems with the assigned discrete two-
dimensional transmission functions. Generalized discrete linear two-dimensional systems are considered. The paper states the rea-
sons of the urgency and expediency of the development of the theory of linear spatial invariant systems of discrete signal processing 
and the synthesis of two-dimensional unitary transforms with varying parameters. 
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