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В данной работе выполнено математическое моделирование одного из важных блоков системной оптимизации гео-

метрической формы зуба по напряженно-деформированному состоянию, который связан с надежностью передачи. Со-
ставлена функция оптимизации, основанная на системном методе. Проведено исследование напряженного состояния; 
показано, что прочность зуба обеспечивается в основном изгибной и контактной прочностью в области ножки зуба. 
Рассмотрены по отдельности оптимизация геометрии зуба по изгибным и контактным напряжениям. Определен опти-
мальный контур зуба в корневой части от действия сил в зацеплении, обеспечивающих усталостную прочность при изги-
бе. Выполнена оптимизация по контактным напряжениям – получена формула для длины контакта. Анализ показал, что 
для расчета на прочность зуба отпадает необходимость решать плоскую задачу теории упругости, достаточно балоч-
ной теории и формулы Герца с учетом трения. Для переходной кривой при отношении наименьшего радиуса кривизны к 
половине ширины зуба меньше 0,6 необходимо уточнение методом моментной депланационной теории упругости. Кон-
тур зуба представлен составной функцией в виде сплайна. Отмечены положительные и отрицательные стороны различ-
ных профилей зуба (эвольвенты, параболы и переходной кривой).      
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Введение 
В работах [1–3] и многочисленной учебной 

литературе приведены методики проектирова-
ния зубчатых колес, основанные на значитель-
ном числе уточняющих коэффициентов с ис-
пользованием теоретических и эксперименталь-
ных исследований. Целью нашей работы 
является проанализировать существующие ма-
тематические описания контура; предложить 
форму контура, соответствующую оптимально-
му распределению напряжений по поверхности 
зацепления и условию выполнения основной 
теоремы зубчатого зацепления; для учета фак-
торов (напряженное состояние, плавность хода 
в процессе зацепления, отсутствие подрезания 
зуба) использовать сплайн-функцию; за счет 
оптимального распределения напряжений при 
сложном сопротивлении зуба нагружению по-
высить усталостную прочность. 

В настоящее время имеется достаточно ин-
формации для построения математических моде-
лей системной оптимизации зубчатых передач. 
Так, в статье [4] для оптимизации передачи вы-
бран критерий – оптимизация нагрузочной спо-
собности для цилиндрических прямозубых пере-
дач из условий изгибной и контактной прочно-
сти. Приведены две формулы для крутящего 
момента, учитывающие различные факторы, 
влияющие на передачу через коэффициенты.  

Моделирование и оптимизация геометрии 
зуба 
Механическая система передачи состоит из 

зубчатых колес, валов, подшипников, опор. Фи-
зико-механические явления, сопровождающие 
работу передачи: силы, трение, усталость мате-
риала, преобразование механической энергии в 
тепловую, разрушение, деформации. Для зубча-
тых передач управляющими параметрами явля-
ются: тип передачи, распределение передаточ-
ного отношения по ступеням в многоступенча-
той передаче, материал, термообработка 
материала, технология изготовления колес, ко-
эффициенты смещения 1x  и 2x , модуль m , чис-
ло зубьев z , коэффициент перекрытия, геомет-
рическая форма зуба, коэффициент нагрузки, 
передаточное число. 

В качестве критерия оптимизации k  прини-
маем соотношение «цена – качество» с учетом 
последовательных преобразований:  
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где η  – коэффициент полезного действия; 1T  и 

2T  – вращающие моменты на ведущем и ведо-
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мом валах; 1ar  и 2ar  – радиусы окружностей вы-
ступов зубьев ведущего и ведомого колес (см. 
рис. 1); tF  – компонента силы взаимодействия 

пары зубьев nF  (рис. 1); 21

2 1

a

a

ru
r

ω
= =
ω

 – переда-

точное число; N  – серийность изготовления 
передачи, шт./год; ( )0,3 lg 1NN +  – формула 
Г. А. Снесарева [5]. 

Функцию, управляющую оптимизацией, 
представим в виде [6]: 

6

1
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где αi  – весовые коэффициенты, задаваемые в 
зависимости от назначения передачи, степени 
ответственности, ценового блока iС ; 1С  – стои-
мость материала; 2С  – стоимость изготовления 
деталей передачи; 3С  – стоимость монтажа пе-
редачи; 4С  – стоимость транспортировки изде-
лия; 5С  – накладные расходы; 6С  – стоимость 
работ в процессе эксплуатации. 
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Рис. 1. Усилия в зацеплении прямозубых цилиндрических колес 

 
Ограничения для обеспечения надежности 

передачи: 
1) максимальный вращающий момент, 

maxТ Т≤ ; 
2) условие непрерывного зацепления, 1аε ≥ ; 
3) расчетная долговечность по времени на-

работки, maxt t≥ ; 
4) условия выполнения основной теоремы 

зубчатого зацепления (геометро-кинематичес-
кие условия касания зубьев); 

5) отсутствие поднутрения (подрезания зуба). 
Стоимость изготовления зубчатого колеса 

можно записать в следующем виде: 

2 2 2α ,
n

j j
j

С C=∑  где 2α j  – весовые коэффициен-

ты, 2jC  – стоимость определенной технологиче-
ской операции, которая зависят от методов из-
готовления колеса.  

Аналогично можно записать остальные iС  
формулы (2). 

Работа зубчатого зацепления сопровождается 
динамической пульсирующей нагрузкой зуба. 
Поле напряжений перемещается от головки к 
ножке зуба, меняясь от контактного до изгибно-
го по максимальным напряжениям. Переменные 

напряжения вызывают усталость материала зу-
ба. От контактных напряжений в поверхностном 
слое возникают микротрещины, развивающиеся 
от попадания масла и растягивающих напряже-
ний от изгиба зуба. Кроме того, определенную 
отрицательную лепту вносит явление усталости 
при фретинге, сингулярность растягивающих и 
сжимающих напряжений от сдвига на границе 
контакта двух зубьев. 

Анализ вышеприведенных сведений приво-
дит к расчетной области по усталости – ножки 
зуба. Оптимизация геометрической формы зуба 
по усталостной прочности учитывается состав-
ляющими 1С , 2С  и 4С  формулы (2). 

Рассмотрим отдельно оптимизацию геомет-
рии зуба по изгибным и контактным напряже-
ниям. 

Для снижения концентрации напряжений 
при изгибе (отсутствие существенного градиен-
та) принимаем условие: 

maxσ constF = . 

В работе [7] показано, что для консольной 
балки (принятая модель зуба) в районе защем-
ления напряженное состояние вблизи с поверх-
ностным слоем практически совпадает с реше-
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нием плоской задачи классической теории уп-
ругости. Как сказано в [8], при отношении ра-
диуса кривизны к половине ширины зуба в кор-
не зуба меньше 0,6 погрешность неучета депла-
нации по моментной теории упругости 
составляет порядка 30 %. Поэтому оптималь-
ную форму зуба в корневой части определяют 
по балочной теории изгиба, а в случае необхо-
димости  производят уточнение по депланаци-
онной теории упругости. 

Определяем оптимальный контур зуба в кор-
невой части при действии силы nF  (зацепление 
в вершине зуба, рис. 1). Сила nF  учитывает рас-
пределение между парами зубьев, концентра-
цию нагрузки и динамичность. Используя прин-
цип независимости действия сил и разложив 
силу nF  на составляющие rF  и tF , напряжен-
ное состояние представим суммой напряжений 
от изгиба силой tF  и внецентренного сжатия 
силой rF : 

cжσ σ σ σи u
F Ft F r F r= + + .                 (3) 

Напряжения при плоском изгибе определя-
ются по формуле 

( )1
2

3
σ

2
F t k t aи

Ft
z w k

М x F r y
I b x
⋅ ⋅ −

= =
⋅

,            (4) 

где ( )1Ft t aM F r y= ⋅ −  – изгибающий момент; 
,kx y  – координаты точек контура зуба, где оп-

ределяется напряжение; 1ar  – радиус выступов 

зубчатого колеса; 
3(2 )

12
w k

z
b xI ⋅

=  – момент 

инерции площади поперечного сечения зуба; 
wb  – ширина зуба. 
Второе слагаемое формулы (3) запишем в 

виде (для части зуба x > 0): 

2
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где Fr rM F s= ⋅  – изгибающий момент; s  – ши-
рина зуба при 1ay r= . 

Сжатие зуба (третье слагаемое в (3)) опреде-
ляется формулой 

сжσ
2 2
r r

F r
w k w k

F F
b x b x

= − = −
⋅ ⋅
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Подставим выражения (4)–(6) в (3), затем 
преобразуем: 

1
2

3σ
2

t a
F

W k

F r s y
b x

− −
= − ⋅ .                   (7) 

Ограничения по максимальному вращающему 
моменту и расчетной долговечности можно сфор-
мулировать как условие усталостной прочности 
при изгибе: 

[ ]maxσ σFt F≤ .                       (8) 

С учетом (7) выражение (8) примет вид после 
преобразования: 

2 0kx py q+ − = ,                      (9) 

где  

[ ]
3

2
t

w F

Fp
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=
⋅ σ

, ( )
[ ]

13
2

t a

w F

F r s
q

b
⋅ −

=
⋅ σ

, ( )1aq p r s= ⋅ −  

или ( )1ax q py p r s y= ± − = ± ⋅ − − . 
Таким образом, оптимальная форма корне-

вой части зуба, обеспечивающая усталостную 
прочность при изгибе, определяется кривой (9). 

Перейдем к оптимизации по контактным на-
пряжениям в корневой части зуба. 

При взаимодействии пары зубьев в корневой 
части колеса 1 возникают сила нормального дав-
ления nF  и сила трения тF  (рис.1). Сила nF  
учитывает распределение нагрузки между зубья-
ми, концентрацию и динамичность нагрузки; 
т т nF k F= ⋅ , где тk  – коэффициент трения. Ло-

кальные координатные оси 1x , 1z  проведены че-
рез центр площади касания пары зубьев (рис. 1). 

Концентрация контактных напряжений все-
гда меньше при согласованных контактирую-
щих поверхностях. Это будет наблюдаться при 
«зеркальных» геометрических формах поверх-
ностей зуба у корневой части колеса 1 и головки 
зуба колеса 2, т. к. в этом случае больше по-
верхность контакта (зацепление Новикова). 

Контактные нормальные напряжения с уче-
том трения определим согласно принципу неза-
висимости действия сил: 

н 1н 2нσ σ σ= + .                     (10) 

Напряжения 1нσ  от действия силы nF  опре-
делим по формуле Герца: 

( ) ( )
1 2

1н 2 2
пр 1 2 2 1

σ
ρ π 1 μ 1 μ

q E E
E E

⋅
=

⎡ ⎤− + −⎣ ⎦
,  (11) 

где n

k

Fq
А

=  – интенсивность давления, 

k w kA b l= ⋅  – площадь контакта; kl  – длина кон-
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такта; 1E , 2E  – модули упругости материалов 
колес; 1μ , 2μ  – коэффициенты Пуассона; прρ  – 
приведенный радиус кривизны колес (цилинд-
ров), определяемый из соотношения  

пр 1 2

1 1 1
ρ r r

= ± ;  1r , 2r  – радиусы кривизны в зоне 

контакта. 
Контактные напряжения 2нσ  зависят от гео-

метрической формы поверхности контакта; од-
нонаправленное касательное усилие, распреде-
ленное по эллиптической области полупро-
странства [9]: 

( )
1

2 2 2
1 1

т 1 1 от 2, 1 x zq x z q
a b

⎡ ⎤
= ⋅ − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
,         (12) 

где  а , b  – полуоси эллипса. 
Для круговой области: 

( )
1

2 2
1

т 1 1 от 2, 1 zq x z q
a

⎡ ⎤
= ⋅ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
.            (13) 

Согласно граничным условиям имеем наи-
большие касательные напряжения: 

( )max т отτ 0, 0q q= = ,                  (14) 
или 

maxτ n т n
т

k k w

F k Fk
A l b

= ⋅ = .                 (15) 

В работе [10] приведено приближенное соот-
ношение нормальных и касательных напряже-
ний для контактных задач: 

max maxτ 0,32σ≈ ,                   (16) 
т. е. 

max
2н maxσ 3,12≈ τ .                   (17) 

Оптимальную длину контакта kl  определим 
из ограничений по вращающему моменту и рас-
четной долговечности через контактные напря-
жения: 

max
н н limσ σ⎡ ⎤≤ ⎣ ⎦ ,                    (18) 

н lim н
н lim

н

σ
σ

z
s
⋅

⎡ ⎤ =⎣ ⎦  – допускаемое напряжение; 

нz  – коэффициент безопасности; нs  – коэффи-
циент долговечности; н limσ – предел выносли-
вости. 

С учетом (10), (11), (15), (17), (18) kl  опреде-
ляется из уравнения 

( ) ( )
1 2
2 2

пр 1 2 2 1
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3,12 [σ ].
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w k

T n

w k

F E E
b l E E
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После преобразования уравнение (19) примет 
вид 

2 0k kl pl q+ + = ,                  (20) 

где 
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Из уравнения (20) следует минимальное зна-
чение kl : 

2

2 4k
p pl q= − ± − . 

Для того чтобы учесть много факторов, име-
ет смысл контур зуба представить синтезиро-
ванной функцией в виде сплайна. При исполь-
зовании композита для зуба модули упругости 
заменяем приведенными. 

Анализ результатов 
Проведем анализ полученных результатов 

для профилей зуба при эвольвентном зацепле-
нии и зацеплении Новикова. 

На рис. 2 показаны различные контуры зуба.  
На рис. 2, а (левая часть зуба) боковая поверх-
ность зуба представлена в виде сплайна: верх-
няя часть – эвольвента, средняя – парабола (9), 
переходная кривая – дуга окружности [11]. Точ-
ки соединения находятся из условия общей ка-
сательной. 

На рис. 2, б показана эпюра изгибных нор-
мальных напряжений для верхнего слоя. 
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Рис. 2. Профили зуба 
 

Обе кривые (парабола и эвольвента) по-
строены при следующих данных: 1d =104 мм, 

2d =176 мм, m = 7,83 мм, tF = 38,46 кН, 

tр = 25,12 мм, s = 12,56 мм, b = 56 мм, α 20 ,= °  
T = 2 кНм, 1ar =98,703 мм, [ ]σr =315 МПа. 

Кратко отметим положительные и отрица-
тельные стороны профилей зуба. Положитель-
ные: эвольвента – обеспечивает статическую 
прочность, условия зацепления (при коэффици-
енте зацепления больше одного), отработана 
технология изготовления, опыт эксплуатации; 
парабола – обеспечивает усталостную проч-
ность, условия зацепления; повышенная устало-
стная прочность – амплитуда волны изгибных 
напряжений постоянная; зацепление Новикова – 
работает при коэффициенте зацепления от еди-
ницы и выше, повышенная нагрузочная способ-
ность. 

Отрицательные: эвольвента – хорошо рабо-
тает при коэффициенте зацепления больше 
двух; пониженная усталостная прочность – в 
процессе зацепления волна изгибных напряже-
ний имеет переменную амплитуду; парабола – 
при одинаковых профилях двух зубьев в зацеп-
лении меньше площадь контакта, потребуются 
длительные испытания на надежность. 

Выводы 
Указано, что для наиболее нагруженной час-

ти зуба напряжение достаточно определять при 
продольно-поперечном изгибе балки, и только 
при отношении радиуса кривизны к половине 
ширины зуба меньше 0,6 требуется уточнение 
по моментной депланационной теории упруго-
сти. При этом для большинства зубчатых зацеп-
лений это уточнение не потребуется. 

Использование предложенной формулы для 
описания контактной поверхности в составе 
сплайн-функции упростит технологию изготов-
ления зубчатых колес, равномерное напряженное 
состояние повысит усталостную прочность зуба 
по сравнению с эвольвентной формой поверхно-
сти. Это приведет к снижению общей стоимости 
зубчатого зацепления из-за уменьшения состав-
ляющих 2С  и 6С  в формуле (2). 
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To System Optimization of Spur Gears  
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In the present work mathematical modeling is performed for one of important blocks of the system optimization of the tooth 

geometric shape by the stress-strain state which is connected with the gear reliability. The optimization function based on the sys-
tem method is stated. The study of the stress state is carried out; it is shown that the strength of the tooth is provided mainly by the 
bending and contact strength in the area of the tooth dedendum. Optimization of the tooth geometry is considered individually for 
the bending and contact stresses. The optimal contour of the tooth in the root part depending on the action of forces in meshing that 
provide the fatigue strength in bending, is determined. Optimization by contact stresses is carried out; the formula for the length of 
contact is obtained. The analysis showed that in order to calculate the tooth strength, there is no more need to solve the flat prob-
lem of the elasticity theory; the beam theory and the Hertz formula with account of friction are sufficient. For the transition curve 
with the ratio of the smallest radius of curvature to half the width of the tooth less than 0.6, it is necessary to clarify the method of 
the instant warping theory of elasticity. The contour of the tooth is represented by a composite function in the form of a spline. 
Positive and negative effects of different tooth profiles (involute, parabola and transition curve) are noted. 
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