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В статье описывается метод фазового укрупнения полумарковских систем, не требующий определения 

стационарного распределения вложенной цепи Маркова. Фазовое укрупнение – эквивалентная замена полу-
марковской системы с общим фазовым пространством состояний, системой с дискретным пространством 
состояний, имеющей те же характеристики, что и исходная система. Приводится лемма о функции распре-
деления разности случайных величин. На основе леммы описывается применение формулы для разности слу-
чайной величины и непростого процесса восстановления. Предлагается метод фазового укрупнения регенери-
рующих и нерегенерирующих полумарковских систем, не включающий в себя этап определения стационарного 
распределения вложенной цепи Маркова для систем с общим фазовым пространством. На основе приведен-
ного метода фазового укрупнения полумарковских систем, предложенного авторами, рассматривается 
функционирование технологической ячейки с необесценивающими отказами. Приводятся математическое 
описание системы и результаты моделирования предложенным методом и с помощью имитационного моде-
лирования. При имитационном моделировании учитываются времена наработки на отказ и восстановления 
технологической ячейки, а также время обслуживания изделия. В среде AnyLogic cтроятся имитационные 
модели двумя способами: на основе временной диаграммы функционирования технологической ячейки, а 
также на основе временной диаграммы с графом состояний ячейки. Приводится сравнение результатов 
имитационного моделирования с разработанным авторами методом моделирования полумарковских систем, 
не требующим определения стационарного распределения вложенной цепи Маркова для систем с общим фа-
зовым пространством состояний. Проведенное сравнение результатов моделирования подтвердило правиль-
ность построения полумарковской модели. 

 
Ключевые слова: имитационная модель, полумарковская система, технологическая ячейка, фазовое про-

странство состояний, AnyLogic. 
 
 
Введение 
В настоящее время в промышленности все 

чаще применяются различные технические сис-
темы, обеспечивающие производство в автома-
тическом или полуавтоматическом режиме. 
Особого внимания заслуживает решение задач, 
связанных с применением искусственного ин-
теллекта как в робототехнике и мехатронике, 
так и в устройствах управления различного на-
значения и уровня исполнения. В этой связи 
развитие математического аппарата, создавае-
мого на основе полумарковских систем, и его 
апробация становятся особенно актуальными. 

Одним из подходов, заслуживающих внима-
ния, является метод фазового укрупнения полу-
марковских систем, который не требует опреде-
ления стационарного распределения вложенной 
цепи Маркова. Под фазовым укрупнением по-
нимается эквивалентная замена полумарковской 
системы с общим фазовым пространством со-
стояний, системой с дискретным пространством 

состояний, имеющей те же характеристики, что 
и исходная система.  

Для решения поставленной задачи необхо-
димо определить функцию распределения             
разности случайной величины и непростого 
процесса восстановления и разработать метод 
фазового укрупнения регенерирующих и нере-
генерирующих полумарковских систем. 

Целью данной статьи является подтвержде-
ние правильности разработанного авторами ме-
тода моделирования полумарковских систем с 
общим фазовым пространством состояний, не 
требующим определения стационарного рас-
пределения вложенной цепи Маркова. 

Анализ возможности фазового укрупнения 
полумарковской системы классическим 
методом 
При фазовом укрупнении полумарковской 

системы классическим методом [1–9] использу-
ется формула для определения функции распре-
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деления случайной величины γ , являющейся 
разностью случайных величин (СВ) α и β при 
условии, что α β> . В литературе она обознача-

ется γ α β⎡ ⎤
⎣ ⎦

+= − , а выражение для ее функции 
распределения СВ γ имеет вид: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2
0

1 2
0

,
F t y F y dF y

F t
F t f t dt

∞

γ ∞

⎡ + − ⎤⎣ ⎦
=
∫

∫
       

(1) 

где ( )1F t  – функция распределения СВ α, 
а ( )2F t  и ( )2f t  – функция и плотность распре-
деления СВ β. 

Формула (1) используется в случае, когда 
рассматриваются СВ α  и β  с функциями рас-
пределения (ФР) ( )1F t  и ( )2F t , имеющими 

плотности распределения (ПР) ( )1f t  и ( )2f t .  
В ряде случаев, когда эта формула применяется 
однократно, такой прием очень удобен. Однако 
в случае ее многократного использования воз-
никают значительные сложности, так как полу-
чаются крайне громоздкие выражения, пере-
полняющие память компьютера. Следовательно, 
необходимо дальнейшее развитие данного ме-
тода. 

Развитие метода фазового укрупнения  
полумарковской системы 
Авторами на основе доказанной ранее леммы 

[10] была решена задача отыскания вида функ-
ции, позволяющей абсолютно точно аппрокси-
мировать выражение (1), являющееся смесью. 

В формуле (1) выражение 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 2
0

F t y F y

F t f t dt
∞

⎡ + − ⎤⎣ ⎦

∫
 

представляет собой зависящее от действитель-
ного параметра y > 0 семейство функций рас-
пределения, а ( )2F t  – весовую функцию. 

Доказанная в [11] лемма сформулирована в 
следующей форме: функция ( )F tγ  распределе-
ния времени разности двух СВ ( )α −β  с функ-
циями распределения ( )1F t  и ( )2F t , соответст-
венно, при условии, что (α β> ), определяемая 
выражением  
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с учетом того, что  
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где значение параметра вx  выбирается из ра-
венства 
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Если рассматривается непростой процесс 
восстановления, порождаемый ФР ( )F tγ  и 

( )2F t , то есть со СВ 
0

k

k
k

Σ
=

β = γ + β = γ +β∑ , где 

СВ β  имеет ПР ( )2f t , СВ 
1

k

k
i=

β = β∑  имеет ПР 
( )

2 ( )kf t∗ ,  СВ γ  является временем первого 
скачка и имеет ПР ( )f tγ , а СВ Σβ  имеет ПР 

( )
* 2( ) ( )kf t f t∗

γ , ( 0, )k = ∞ , то необходимо поль-
зоваться теоремой, доказательство которой при-
ведено в [12]: 
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Приведенная лемма позволяет предложить 
метод фазового укрупнения регенерирующих и 
нерегенерирующих полумарковских систем 
[13], не включающий в себя этап определения 
стационарного распределения ВЦМ для систем 
с общим фазовым пространством, описанный в 
[14].  
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Предложенный алгоритм фазового укрупне-
ния следующий: 

1. Предполагается, что система является 
дискретной и определяются новые функции 
распределения случайных величин путем ис-
пользования леммы и теоремы [15, 16]. 

2. Определяются времена пребывания в со-
стояниях и соответствующие им функции рас-
пределения. 

3. Определяются вероятности переходов це-
пи Маркова для дискретной системы. 

4. Определяется стационарное распределе-
ние ВЦМ, что для дискретной системы не пред-
ставляет сложности:  

k r rk
k E

p
∈

ρ = ρ ⋅∑ . 

5. Определяется стационарное распределе-
ние полумарковского процесса: 

k k
k

k k
k E

m
m

∈

ρ ⋅
π =

ρ ⋅∑
. 

6. Составляются q дополнительных условий, 
которые запишем в общем виде: 

з мП П ( ,ρ ,π ),( 1, )i i q q qF i q= = ,             (4) 

где зП i  – неизменный параметр; 

м вП ( ,ρ ,π , )i q q q qF x  – этот же параметр, вычис-
ленный по модели. 

Система уравнений для определения пара-
метров вix , ( 1, )i q=  имеет вид:  

з м в

ρ ρ ;

ρπ ;
ρ

П П ( ,ρ ,π , ), ( 1, ).

k r rk
k E

k k
k

k k
k E

i i r q q q

p

m
m

F x i q

∈

∈

⎧ = ⋅⎪
⎪

⋅⎪ =⎨ ⋅⎪
⎪
⎪ = =⎩

∑

∑
         (5)

 Функционирование рассматриваемого уст-
ройства [17] можно описать следующим обра-
зом:  

• время обслуживания единицы продукции  
ОУ – СВ 1α  с ФР 1 1( ) { }F t P t= α ≤ ; 

• время безотказной работы ОУ – СВ 2α с 
ФР 2 2( ) { }F t P t= α ≤ ; 

• время восстановления ОУ – СВ 2β с ФР ; 
• СВ 1 2 2, ,α α β  предполагаются независимы-

ми, имеющими конечные математические ожи-
дания 1m , 2m  gm  и дисперсии;  

• у ФР 1 2 2( ), ( ), ( )F t F t G t  существуют плотно-
сти 1 2 2( ), ( ), ( )f t f t g t ;  

• при отказе ОУ обслуживание единицы про-
дукции прерывается, после восстановления его 
работоспособности обслуживание продукции 
продолжается с учетом времени прерванного 
обслуживания. 

Необходимо определить ФР ( )F tθ  СВ θ -
времени цикла обслуживания единицы продук-
ции ОУ с учетом его отказов,  математическое 
ожидание и дисперсию указанной СВ, а также 
производительность ОУ. 

Для описания функционирования системы 
используем процесс марковского восстановле-
ния  (ПМВ){ , ; 0}n n nξ θ ≥  и соответствующий 
ему полумарковский процесс  (ПМП) ( )tξ  с со-
стояниями: 

10х – ОУ работоспособен, началось обслу-
живание очередной единицы продукции; время, 
оставшееся до отказа ОУ, равно 0x ≥ ; 

11х – мгновенное состояние, соответствую-
щее моменту окончания обслуживания единицы 
продукции; время, оставшееся до отказа ОУ, 
равно 0x ≥ ; 

20х – произошло восстановление работоспо-
собности ОУ и продолжено прерванное обслу-
живание единицы продукции; время, оставшее-
ся до окончания прерванного обслуживания, 
равно 0x ≥ ; 

21х – произошел отказ ОУ, обслуживание 
единицы продукции прервано; время, оставшее-
ся до окончания прерванного обслуживания, 
равно 0x ≥ . 

Граф переходов системы – на рис. 1. 
 

20x

21x

10x

11x

 
Рис. 1. Граф состояний 

 
Фазовое пространство состояний имеет вид: 
Е={10x, 11x, 20x, 21x}. 
В данной структуре имеется две «петли воз-

врата»: петля образована состояниями 11x и 
10x, а вторая состояниями 20x и  21x. 
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Решение задачи, не требующее определения 
стационарного распределения 
Осуществим переход к эквивалентной систе-

ме с дискретными состояниями. Граф такой 
системы аналогичен графу (рис. 1) и представ-
лен на рис. 2. Как видно из рис. 2, у состояний 
графа отсутствуют непрерывные компоненты, 
то есть система является дискретной. 

 

 
Рис. 2. Граф состояний системы с дискретными  

состояниями 
 
В данной неукрупненной системе (см. рис. 1) 

имеются две непрерывные компоненты. Запи-
шем два дополнительных условия, необходи-
мых для их определения. Каждое условие, как 
указано выше, связано с неизменяющимся па-
раметром, которыми в данном конкретном слу-
чае являются коэффициент готовности гдK  и 
математическое ожидание времени обслужива-
ния единицы продукции дmθ . Эти величины 
равны: 

2
гд

2 g

mK
m m

=
+

,  
( )1 2

д
g

g

m m m
m

mθ

+
= . 

Эти же параметры, определяемые из укруп-
ненной полумарковской модели, равны: 

г 10 20K = π + π ; 10 10 20 20 21 210

11

m m mmθ
ρ + ρ + ρ

=
ρ

. 

Выражение для дmθ  получено с использова-
нием теоремы о математическом ожидании вре-
мени пребывания системы в заданном подмно-
жестве состояний. Тогда дополнительные усло-
вия имеют вид: 

2
10 20

2 g

m
m m

π + π =
+

; 

( )1 210 10 20 20 21 210

11 2

gm m mm m m
m
+ρ + ρ + ρ

=
ρ

. 

Система, которой должны удовлетворять ис-
комые параметры, имеет вид: 
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10 11 21
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где 21
10P , 11

20P  – вероятности перехода из состоя-
ния 10S  в состояние 21S  и из 20S  в состояние 

11.S  Эти вероятности равны: 

21
10 2 2 1 1

0

( , ) ( , )в вP F t x f t x dt
∞

= ∫ ; 

11
20 1 1 2 2

0

( , ) ( , )в вP F t x f t x dt
∞

= ∫ , 

где 1 1( , )вF t x , 1 1( , )вf t x , 2 2( , )вF t x , 2 2( , )вf t x  – 
функции и плотности распределения СВ, опре-
деляющиеся на каждом шаге.  

Решение задачи в среде имитационного 
моделирования AnyLogic 
AnyLogic – программное обеспечение для 

имитационного моделирования, которое обла-
дает современным графическим интерфейсом и 
позволяет использовать язык Java для построе-
ния имитационных моделей.  

Перейдем к построению модели в данной 
среде через временную диаграмму функциони-
рования технологической ячейки. Графическое 
представление модели описанной системы при-
ведено на рис. 3. 
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Рис. 3. Гр
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* * *  

Simulation Modeling of the Process of Functioning of a Technical Cell with Non-Depreciating Failures 
 
V. Ya. Kopp, DSc in Engineering, Professor, Sevastopol State University, Sevastopol, Russia 
M. V. Zamorenov, PhD in Engineering, Associate Professor, Sevastopol State University, Sevastopol, Russia 
N. I. Chalenkov, Post-graduate, Sevastopol State University, Sevastopol, Russia 
 
The paper describes the method of phase enlargement of semi-Markov systems that does not require the determi-

nation of the stationary distribution of the embedded Markov chain. Phase enlargement is the equivalent replacement 
of a semi-Markov system with a common phase state space, a system with a discrete state space that has the same 
characteristics as the original system.  A lemma on the distribution function of the difference of random variables is 
presented. Based on the lemma, the application of the formula for the difference of a random variable and a difficult 
recovery process is described. A method of phase enlargement of regenerating and non-regenerating semi-Markov 
systems is proposed, which does not include the stage of determining the stationary distribution of the embedded 
Markov chain for systems with a common phase space.  Based on the method of phase enlargement of semi-Markov 
systems proposed by the authors, the operation of a technological cell with non-depreciating failures is considered.  A 
mathematical description of the system and the simulation results by the proposed method and using simulation are 
given.  During simulation, the time between failures and restoration of the technological cell, as well as the process-
ing time of the product are taken into account.  In the AnyLogic environment, simulation models are built in two ways: 
based on the time diagram of the functioning of the technological cell, as well as on the basis of a time diagram with a 
graph of cell states. The results of simulation are compared with the method developed by the authors for modeling 
semi-Markov systems that do not require determining the stationary distribution of the embedded Markov chain for 
systems with a common phase state space. Comparison of simulation results confirmed the correctness of the con-
struction of the semi-Markov model. 
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