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Разработанная математически формализованная методика идентификации параметров же-

сткости математических (конечно-элементных) моделей пространственных конструкций апроби-
рована на двух стендовых физических моделях «Конструктор» и «Этажерка». Особенностью 
стенда «Конструктор» является чувствительность частот и форм собственных колебаний зна-
чимой части спектра к вносимому намеренному повреждению, особенностью стенда «Этажер-
ка» – бо́льшая индифферентность значимой части спектра к вносимым повреждениям. Выполнена 
идентификация параметров жесткости и дефектов различных состояний стендов. Показал прак-
тическую эффективность предложенный алгоритм выделения приоритетных компонент миними-
зации, обеспечивающий корректную идентификацию в условиях значимого, «контрастного» изме-
нения значимой части спектра и значительно повышающий вычислительную эффективность экви-
валентной задачи минимизации. Для детального исследования резонансных характеристик 
использован метод стоячих волн в оцифрованном варианте. Получены корректные результаты ап-
робации для стенда «Конструктор». Для стенда «Этажерка» влияние погрешностей приводит 
к ошибкам локализации дефекта по высоте (уровню) повреждаемой «колонны», преодоление кото-
рых в рамках предложенной методики возможно за счет повышения точности компонент векто-
ров форм или исследования более высоких общесистемных частот / форм собственных колебаний. 
В целом, результаты апробации показывают, что подход применим для исследования пространст-
венных расчетных схем и может быть востребован, в том числе, как составная часть информа-
ционно-аналитико-математических моделей цифровых двойников (digital twins) в составе совре-
менных систем динамического мониторинга. 
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но-элементная модель, метод стоячих волн. 
 
 
Введение 
Идентификация параметров поврежде-

ний – одна из важных обратных задач ис-
следования свойств различных механичес-
ких систем [1–3]. Наиболее интересный 
и универсальный, динамический вариант 
формулируется как задача интерпретации 
наблюдаемых натурных динамических 
свойств объекта в виде обратной некор-
ректной задачи определения коэффициен-
тов конечномерного оператора жесткости 
механической системы. Обратную задачу 
можно свести к сопоставлению получен-

ных численно и найденных эксперимен-
тально частот и векторов форм собствен-
ных колебаний значимой части спектра. 
Такой подход представлен и численно ап-
робирован в работах коллективов: B. Chen, 
S. Nagarajaiah [4], J. S.Kang, H. S. Lee [5], 
C.R. Farrar [6], D. C. Zimmerman, M. Kaouk 
[7], T. Marwala [8], F. Shabbir [9], А. Ente-
zami, H. Shariatmadar [10], J. D. Villalba-
Morales, J. E. Laier [11], N. F. Alkayem, 
M. Cao [12], С. М. Николаев, И. А. Кисе-
лёв, В. А. Жулёв, П. С. Воронов [13], 
А. В. Забелин, А. А. Пыхалов [14]. Попыт-
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ки апробации на реальных объектах изло-
жены в работах M. I. Friswell [15] и B. We-
ber [16]. В подобных исследованиях акту-
альной является задача экспериментальной 
репрезентативной апробации предлагаемых 
методик.  

Для решения практико-ориентированных 
обратных задач идентификации необходимо 
преодолевать нарушение условий единст-
венности и устойчивости решения, учиты-
вать практически важные аспекты сравнения 
спектра (относительно высокий реальный 
уровень зашумления, ограниченный объем 
исходных данных, зависимость процедуры 
от количества и строгой упорядоченности 
собственных векторов исследуемой части 
спектра). Кроме того, при решении практи-
ческих задач важна вычислительная эффек-
тивность методики, что для подробных ис-
следований развитых механических систем 
является отдельной, весьма сложной задачей. 

Статья посвящена апробации востребо-
ванной практикой численно-аналитической 
методики идентификации параметров жест-
кости пространственных конструкций [17]. 
В качестве объектов апробации использова-
ны экспериментальные стенды «Конструк-
тор» и «Этажерка». Стенды были разверну-
ты в центре мониторинга НИУ МГСУ [18] 
и подробно исследованы в научно-образо-
вательном центре компьютерного модели-
рования НИУ МГСУ в 2012 г. [19, 20]. 
Предложенные для исследования простран-
ственные конструкции стендов отвечают 
базовым требованиям к репрезентативности 

по ряду критериев, среди которых чувстви-
тельность значимой части спектра, количе-
ство используемых частот и форм собствен-
ных колебаний, количество точек измере-
ний, а также расположение намеренно 
вносимого дефекта.  

Апробация методики выполнена с ис-
пользованием метода стоячих волн (МСВ) 
авторского коллектива Алтае-Саянского 
филиала геофизической службы сибирского 
отделения РАН [21]. Метод основан на вос-
становлении когерентных составляющих 
естественных микросейсмических колеба-
ний строительных и геологических объек-
тов, позволяет для значимого частотного 
диапазона детально исследовать формы 
собственных колебаний зданий (сооруже-
ний). Следует отдельно отметить, что до на-
стоящего времени отсутствовали работы, 
в полной мере использующие возможности 
этого перспективного инструментального 
метода в оцифрованном варианте, необхо-
димом для адаптации динамических КЭ-
моделей. 

Основы методики идентификации  
параметров жесткости 
Расчетно-экспериментальная методика 

включает три блока. 
1. Расчетные исследования значимой 

части спектра собственных частот конечно-
элементной модели. Ставится и решается 
частная проблема собственных колебаний 
модели линейной механической системы 
без демпфирования. 

     2Ф Ф ,K M     

2 2 2 2
1 2( , ,..., ),mdiag         1 2[Ф] [ , ,..., ],m      1,..., ,i m                             (1) 

2 2 2
min max[ , ],i       

2 2 2 2 2
min 1 2 max0 ... ,m            

 

где  K ,  M  – глобальные матрицы жест-

кости и масс;ωi , i  – i-я угловая частота 

(рад/с) и вектор формы собственных колеба-
ний, собственная пара; 2λ ωi i , λi  – i-е соб-

ственное значение; ω 2πi if , if  – i-я частота 

собственных колебаний, Гц;  Φ  – матрица 

векторов форм собственных колебаний. 

2. Натурные инструментальные исследо-
вания значимой части спектра реального 
объекта  ˆ ˆ ˆω , , 1, ,J j j m    с неизвестными 

жесткостными K̂    и инерционными M̂    

характеристиками. Используя оцифрованные 
данные выявленных частот  1ˆ ˆω , , ωm  

и соответствующие им наборы (векторы) 
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амплитуд ускорений      
ˆ1

ˆ ˆ ˆ, ...,a a a
j m

A A A     

и начальных фаз  ˆ1ˆ ˆ ˆ, ...,j m    , иско-

мый набор векторов ˆ j  составляется 

с учетом структуры механической систе-
мы по гармоническому закону:  

( )
( )

0 02

ˆ
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos( ) cos( ),

ˆ

a
ju

j j j j j j
j

A
A t t        

   
(2) 

где 0t  – заданный момент времени, с; u  – 

перемещение, м; a  – ускорение, м/с2.  
3. Формулировка и решение задачи ми-

нимизации скалярной непрерывной целевой 
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где x


 – вектор параметров состояния сис-
темы, kx x


, lx
  ; 0kx  – априорно задан-

ное (стартовое, проектное) значение пара-
метра системы, 0 0kx x


 ;    ω ,i ix x

 
 – 

расчетная i-я круговая частота и собствен-
ный вектор КЭ-модели; ݈ – количество вы-
деленных (приоритетных) компонент ми-

нимизации, l p ;  F x  


, F̂    – матрицы 

сочетания векторов форм; m̂  – количество 
пар, выявленных инструментально, ˆm m ; 
  – понижающий коэффициент,    0,9; 

Fr  –матричная норма Фробениуса.  

Для отображения меры соответствия век-
торов форм собственных колебаний  i x


 

и ˆ j  удобно использовать критерий 

 0,1ijMAC  : 
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2
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Вектор параметров состояния механиче-
ской системы x


 реализует изменения пара-

метров жесткости локальной области сталь-
ного стержня в рамках выбранного набора 
гипотез  
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где kE  – значение модуля Юнга выбранно-

го в рамках рассматриваемой гипотезы КЭ; 

kx – k-й параметр системы.  

Инерционные характеристики предпола-

гаются известными  0
ˆ MM    .  

При рассмотрении сложной механиче-
ской системы набор гипотез x


 может быть 

достаточно большим. С целью повышения 
вычислительной эффективности методики 

на старте процедуры предлагается выделить 
приоритетные для задачи идентификации 
компоненты из набора kx x


. Алгоритм 

выделения основан на сопоставлении ком-
понент  0f x


 и  0П x


. В качестве при-

оритетных рассматриваются компоненты 

0lx x


, значения которых в  0П x


 макси-

мальны, в  0f x


 – неотрицательны.  
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основания заданы четырехугольными КЭ 
SHELL43. Элемент реализует формулиров-
ку оболочки Кирхгофа – Лява. Инерцион-
ные характеристики узлов стенда отражены 
в КЭ-модели элементами MASS21. Узлы 
приняты жесткими, отражены в КЭ-модели 
набором абсолютно жестких вставок. Кине-

матические ограничения в виде жесткого 
защемления приняты для узлов нижней 
полки и торцов опорных двутавров.  

Результаты модального анализа двух со-
стояний КЭ-модели показывают удовлетво-
рительное соответствие с результатами экс-
перимента (до 10 %) (рис. 3, табл. 1, 2).  

 

      

а                              б 

Количество КЭ 480 
Количество узлов 

– всего 
– с кинематическими ограничениями 
– задействованы для формулировки 
ограничений степеней свободы 
▪ из них master-узлы 
▪ из них slave-узлы 
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118 

 
168 
24 

144 
Количество степеней свободы КЭ-мо-
дели (degrees of freedom, DOF) 
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Параметры изотропного материала: 
– модуль упругости (Юнга), Па 
– коэффициент Пуассона 
– плотность, кг/м3 
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Рис. 3. КЭ-модель стенда «Конструктор». Общий вид и основные параметры: 
а – общий вид; б – номера узлов 

 
Таблица 1. Результаты модального анализа КЭ-модели и инструментальных динамических  
исследований (Гц). Исходное проектное состояние 

Общий вид 
вектора  

формы КЭМ 

   

1776 DOF 8,650 10,784 14,424 28,168 37,379 49,401 

МСВ 8,240 9,888 13,672 26,245 35,461 47,424 

δ, % 4,74 8,31 5,21 6,83 5,13 4,00
 
Таблица 2. Результаты модального анализа КЭ-модели и инструментальных динамических  
исследований (Гц). Намеренно поврежденное состояние 

Общий вид 
вектора  

формы КЭМ 

  
1776 DOF 7,938 10,743 14,276 21,495 30,207 34,472 

МСВ 7,568 9,766 13,489 19,958 27,588 32,776 

δ, % 4,66 9,09 5,51 7,15 8,67 4,92
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Таблица 8. 

Результат
состояния 

Количест

Значения

Спектр со
    МСВ     
  4,639 Гц 
  5,188 Гц 
  6,897 Гц 
15,625 Гц 
17,273 Гц 

 

К

КЭ

КЭ530 

КЭ552 

К

      ISSN 181

ификация и
ния стенда
ствуют) 
ные параме
инимизаци
. 12 и собра
таты идент
е поврежд
ипотез изм
нижение ж
опровождае

Рис. 12.

Результаты

Парамет

ты идентифи
стенда 

во итераций

я параметров

обственных
      КЭ-моде

  4,584 Г
  4,924 Г
  6,514 Г
17,326 Г
18,684 Г

Э608 

Э604 

КЭ612 

13-7911.  Инт

сходного «п
а (поврежде

етры и рез
ии (3) прои
аны в табл
тификации 
ений в рам
енения жес

жесткости д
ет незначит

 Результаты

ы минимиз

тр 

икации  

й (время расч

в MAC 

 частот 
ель (проект)
Гц (1,2 %) 
Гц (5,1 %) 
Гц (5,6 %) 
Гц (10,9 %) 
Гц (8,2 %) 

теллектуальн

проектного
ения  

зультаты п
иллюстриро
. 8. 
указывают
мках иссле
сткости. У
для КЭ 60
тельное из

ы идентифик

ации исход

Приори

 
чёта) 

MAC

MAC

 MAC(

 MAC
         M

) 

ые системы в

о» 

про-
ова-

т на 
едо-
Уме-

8 и 
зме-

нени
ного
жест
нием
стен
пери
оци
каци
ра x


резу

кации исход

дного «прое

итетные компо

 
4 (5 ми

C( 1 , 1̂ ) = 0

( 2 , 2̂ ) = 0

( 4 , 4̂ ) = 0

C( 5 , 5̂ ) = 0
MACSUM = 3

 
 

  4,569 Гц (
  4,910 Гц (
  6,497 Гц (
17,110 Гц (
18,646 Гц (

в производст

ие целевой
о параметр
ткостные и
м таких ф
нда, несове
имента, 
фрованных
ии состоян

60x
   при
ультату. 

дного «прое

ектного» со

оненты, x
 

н.) 

0,977 (0,0 %)

0,984 (0,0 %

0,848 (+0,6 %

0,602 (0,0 %
,412 (+0,1 %

(1,5 %) 
(5,4 %) 
(5,8 %) 
(9,5 %) 
(7,9 %) 

ве. 2020. Том

й функции 
ра MAC (+0
изменения 
факторов, к
ершенства 
проявлени

х данных. П
ния стенда 
иводит к ка

 
ктного» сос

стояния 
5 Полн

48

) 

%) 

%)

%) 
%)

MAC( 1

MAC( 2

MAC( 4

MAC( 5
         MA

  4
  4
  6
16
18

м 18, № 2 

(–0,7 %) и
0,1 %). Вы
объясняю

как несове
поставлен
ие погр
Попытка и
для полно
ачественно

стояния  

ный вектор, x


8 (8 ч. 32 ми

, 1̂ ) = 0,97

, 2̂ ) = 0,98

, 4̂ ) = 0,85

, 5̂ ) = 0,60
ACSUM = 3,41

 
 

4,523 Гц (2,5
4,876 Гц (6,0
6,404 Гц (7,2
6,638 Гц (6,5
8,186 Гц (5,3

и суммар-
ыявленные 
тся влия-
ершенства 
нного экс-
ешностей 
идентифи-
ого векто-
о схожему 

 

60x
   

 
ин.) 

8 (+0,1 %)

5 (+0,1 %)

4 (+1,2 %)

00 (–0,4 %)
7 (+0,3 %)

5 %) 
0 %) 
2 %) 
5 %) 
3 %) 



Информатика, вычислительная техника и управление 57 

 

Заключение 
Апробация методики выполнена на двух 

показательных стендах «Конструктор» и 
«Этажерка», динамические исследования 
различных состояний которых выполнены 
по методу стоячих волн. Оцифрованные ре-
зультаты инструментальных динамических 
исследований, проведенных по методу 
стоячих волн, впервые использованы для 
идентификации параметров жесткости про-
странственных конструкций. 

Для стенда «Конструктор» идентифици-
ровано намеренно поврежденное (наличие, 
расположение и «глубина» дефекта) и ис-
ходное проектное состояние. Намеренно 
поврежденное состояние характеризуется 
разрывом стального стержня стенда, на-
блюдается чувствительность значимой час-
ти спектра к вносимому намеренному по-
вреждению. Показана работоспособность 
методики в условиях значимого, «контраст-
ного» изменения спектра собственных ко-
лебаний, интерпретация которого без спе-
циальных подходов приводит к ошибкам 
локализации повреждения и неверной оцен-
ке жесткости конструкции. В качестве спе-
циального подхода применена процедура 
выделения приоритетных компонент на 
старте процесса минимизации. 

Для стенда «Этажерка» методика позво-
ляет идентифицировать повреждение угло-
вой «колонны» (наличие, «глубина» дефек-
та) и исходный «проектный» вариант. 
Влияние погрешностей проявляется в виде 
ошибки локализации дефекта по высоте 
(уровню) повреждаемой «колонны». Значи-
мое повышение вычислительной эффектив-
ности методики обеспечивает алгоритм вы-
деления приоритетных компонент. 

Апробация методики на стенде «Этажер-
ка» показывает работоспособность методи-
ки в условиях слабых изменений спектра 
собственных колебаний механической сис-
темы, когда влияние вносимых поврежде-
ний на значимую часть спектра соизмеримо 
с погрешностями динамических характери-
стик модели. Использование полного векто-
ра параметров системы ݔԦ подтверждает 
объективность результатов идентификации, 
их согласованность с оцифрованными инст-
рументальными данными.  

Второй вариант повреждения (разрыв 
средней приопорной стойки стенда «Эта-
жерка») не различим по изменению целевой 
функции и параметрам MAC, что затрудня-
ет идентификацию повреждения. Подобная 
ситуация характерна при выявлении повре-
ждений на ранней стадии, когда изменение 
системы еще не оказывает значимого влия-
ния на интегральные, общесистемные соб-
ственные пары исследованного частотного 
диапазона. Тем не менее для данного случая 
методика дает хорошую привязку к повреж-
денной «колонне», что на практике может 
использоваться для проверки, детального 
исследования и успешной диагностики по-
вреждения. Уверенная идентификация вто-
рого варианта повреждения требует допол-
нительных исследований, включающих по-
вышение точности компонент векторов 
форм и расширение частотной области, 
предусматривающей исследование более 
высоких общесистемных частот / форм соб-
ственных колебаний.  
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Mathematically formalized technique for stiffness parameters identification of spatial structures has 
been tested on two physical experimental models, "Constructor" and "Etazherka". The specific feature of 
the stand "Constructor" is the sensitivity of natural frequencies and mode shapes of a significant spectrum 
part to the inflicted damage. The specific feature of the stand "Etazherka" is the indifference of a significant 
spectrum part to the inflicted damage. Identification of stiffness parameters and defects of various stand 
states is performed. 

An algorithm for selecting priority minimization components is proposed. The algorithm provides cor-
rect identification of stiffness parameters under conditions of significant "contrast" change of a significant 
spectrum part. The algorithm also significantly increases the computational efficiency of the equivalent 
minimization problem. For a detailed study of resonance characteristics, the method of standing waves in 
the digitized version was used. The correct results of approbation of the technique for the stand "Construc-
tor" were received. For the stand "Etazherka" the influence of errors and noise leads to localization errors 
by the height of the damaged "column". Damage localization errors can be overcome by improving the ac-
curacy of mode shapes components or by investigating higher system frequencies and mode shapes. As 
a whole, results of approbation show that the technique is applicable for research of spatial structural 
schemes and can be demanded as a component of information, analytical and mathematical models of digi-
tal twins as a part of modern dynamic monitoring systems. 

 
Keywords: damage detection, experiment, dynamic characteristics, finite element model, standing wave 
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