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С целью повышения точности определения искомой величины в теории косвенных измерений широкое 
применение нашла операция интерполяции – операция определения (вычисления) промежуточных значений 
исходной величины между заданными (известными) ее значениями. Арсенал численных методов, применяемых 
при интерполяции значений величин, полученных прямыми измерениями, достаточно широк – это линейная и 
квадратичная интерполяции, применение различных интерполяционных многочленов, а также сплайн-
интерполяции. Однако выбор методов интерполяции в общей теории измерений проводится субъективно, без 
анализа характеристик исходного непрерывного сигнала, а также применения теоретических основ цифро-
вой обработки сигналов. Целью работы является анализ проблемы достоверности перехода от финитного 
дискретного сигнала к финитному континуальному (аналоговому, непрерывному) сигналу в различных пред-
метных областях, выявление основных факторов, которые необходимо учитывать при этом переходе. Про-
веденный системный анализ проблемы перехода от финитного дискретного сигнала к финитному контину-
альному сигналу показал, что переход от финитного дискретного сигнала к континуальному дискретному 
сигналу, без учета свойств исходного сигнала, приводит к субъективности оценки результатов интерполя-
ции финитного дискретного сигнала, к ошибкам и некорректным выводам. Показано, что объективным и 
оптимальным методом интерполяции финитного дискретного сигнала при выполнении условий теоремы 
Котельникова является метод, основанный на применении дискретных преобразований Фурье. 
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Введение 
Результатом равномерной дискретизации 

с частотой sf  аналогового сигнала ( )x t , задан-
ного на конечном интервале T : ( ); 0x t t T≤ ≤ , 
является финитный дискретный сигнал1 в N  
отсчетов ( ); 0, 1x n n N= − . Финитный дискрет-
ный сигнал ( ); 0, 1x n n N= − , с математической 
точки зрения, может рассматриваться как дис-
кретный временной спектр, полученный разло-
жением аналогового сигнала ( ); 0x t t T≤ ≤  по 
системе единичных импульсов2 
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Согласно рекомендациям по межгосударст-
венной стандартизации – РМГ 29-2013, косвен-
ное измерение3 (англ. – Indirect measurement) 
интерпретируется как вычисление функционала, 

                                                      
1 Финитный дискретный сигнал – это дискретный 

сигнал, заданный конечным числом отсчетов. 
2 Единичный импульс – импульс, имеющий единич-

ную амплитуду и бесконечно малую длительность. 
3 Косвенное измерение: «измерение, при котором ис-

комое значение величины определяют на основании ре-
зультатов прямых измерений других величин, функцио-
нально связанных с искомой величиной». 

который определяет ту или иную искомую ве-
личину. 

В теории косвенных измерений с целью по-
вышения точности определения искомой вели-
чины широкое применение нашла операция оп-
ределения (вычисления) промежуточных значе-
ний исходной величины между заданными 
(известными) ее значениями. Эта операция на-
зывается интерполяцией финитного дискретно-
го сигнала ( ); 0, 1x n n N= − . Арсенал числен-
ных методов определения промежуточных зна-
чений величин, полученных прямыми 
измерениями, достаточно широк – это линейная 
и квадратичная интерполяции, применение раз-
личных интерполяционных многочленов, а так-
же сплайн-интерполяции. Существенным не-
достатком такого подхода к повышению точно-
сти косвенных измерений является его 
субъективность, поскольку выбор метода ин-
терполяции величин, полученных прямыми из-
мерениями, субъективен по определению [1]. 

Как показал системный анализ области кос-
венных измерений [2–15], она состоит из двух 
непересекающихся частей (подобластей): дис-
кретные косвенные измерения (ДКИ) и непре-
рывные косвенные измерения в дискретной 
форме (НКИ – ДФ). Следует подчеркнуть, что 
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подходы, которые лежат в основе этих двух ви-
дов косвенных измерений, отличаются принци-
пиально:  

• при выполнении ДКИ все измерения (пря-
мые и косвенные) проводятся исключительно 
в дискретной форме на основе теории дискрет-
ной обработки; 

• при выполнении НКИ – ДФ косвенное из-
мерение искомой величины проводится в два 
этапа. На первом этапе дискретные значения 
прямых измерений величин, на основании кото-
рых проводится косвенное измерение искомой 
величины, интерполируются. В результате дис-
кретные значения прямых измерений величин 
переводятся с помощью численных методов в 
непрерывную (кусочно-непрерывную) форму. 
Определение искомой величины проводится на 
втором этапе, на базе результатов первого этапа.  

Учитывая специфику ДКИ и НКИ – ДФ, ав-
тор предложил рассматривать дискретные кос-
венные измерения как отдельную область кос-
венных измерений1. 

Цель данной работы – анализ проблемы дос-
товерности перехода от финитного дискретного 
сигнала к финитному континуальному (анало-
говому, непрерывному) сигналу в различных 
предметных областях, выявление основных 
факторов, которые необходимо учитывать при 
этом переходе. 

Измерительные дискретные  
преобразования Фурье  
В матричной форме пара преобразований: 

дискретное преобразование Фурье (ДПФ) и об-
ратное дискретное преобразование Фурье 
(ОДПФ) задаются следующими соотношениями: 

ДПФ: 1
N N NS F X

N
= ,                  (2) 

ОДПФ:   *
N N NX F S= ,                  (3) 

где ∗  – обозначение операции комплексного 
сопряжения; [ ] T(0), (1),....., ( 1)NX x x x N= −  – 
вектор N -мерного линейного пространства, 
элементы которого являются значениями дис-
кретного сигнала ( )x n , 0, 1,n N= − ; T  – обо-
значение операции транспонирования; 

[ ] T(0), (1),..., ( 1)NS s s s N= −  – вектор N -мерного 
линейного пространства, элементы которого 
являются коэффициентами разложения вектора 

NX  по системе дискретных экспоненциальных 

                                                      
1 Область измерений: Совокупность измерений ве-

личин, свойственных какой-либо области науки или тех-
ники и выделяющихся своей спецификой. 

функций (ДЭФ); система ДЭФ задается матри-
цей NF : 
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В теориях цифровой обработки сигналов 
(ЦОС), цифровых векторных и спектральных 
измерений вводятся понятия спектра энергети-
ческого ( )NG k , спектра мощности ( )NP k , нор-
мированной полосы частот fΔ : 

2( )( ) ( )N
N N

P kG k N S k
f

= =
Δ

, 

2( ) ( )N NP k S k= , 1f
N

Δ = . 

Переход от нормированной полосы частот 
fΔ  к истинной полосе частот истfΔ  проводится 

согласно выражению, ист sf f fΔ = Δ ⋅ , где sf  – 
частота дискретизации сигнала ( )x n . 

По мнению автора, неучет специфики 
свойств векторных и спектральных ДКИ, на-
блюдаемый в отечественных информационных 
источниках, во многом определяет возникнове-
ние проблем при проведении исследований 
в различных предметных областях. В зарубеж-
ной научной литературе, посвященной вопросам 
векторных и спектральных измерений, а также 
ЦОС, всегда подчеркивалось, что ДПФ является 
измерительным преобразованием и спектр NS  
сигнала NX  является результатом именно кос-
венных измерений, а не результатом вычисле-
ний [16–39]. В противоположность этому в оте-
чественной научной литературе, посвященной 
измерениям, стала преобладать иная точка зре-
ния, согласно которой векторный и энергетиче-
ский спектры рассматриваются, как результат 
вычислений. 

Такая ситуация не только приводит к спор-
ным и ошибочным выводам, но и противоречит 
объективному положению дел, а также не соот-
ветствует современному этапу развития науки об 
измерениях. Действительно, с появлением про-
цессорных измерительных средств (ПрИС) была 

(5)
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не только поставлена, но и решена проблема раз-
граничения вычислительных и измерительных 
преобразований. Было постулировано, что пре-
образование является измерительным, когда 
средства вычислительной техники непосредст-
венно входят в модель измерения (англ. 
measurement model – уравнение измерений)1.  

Возвращаясь к вопросу о природе ДПФ, от-
метим, что дискуссия о том, каковым дискрет-
ным преобразованием оно является: вычисли-
тельным или измерительным, по мнению авто-
ра, не является предметной. Поясним почему. 
Линейные ДКИ известны уже достаточно давно, 
и их важность для теории и практики измерений 
не подвергалась и не подвергается сомнению. 
При линейном ДКИ значения некоторой физи-
ческой величины P  находят согласно соотно-
шению: 

1

m

i i
i

P b Q
=

= ⋅∑ .                       (6) 

где ib  – коэффициент i-го значения величины 

iQ ; iQ , 1,i m=  – значения величин, являющихся 
результатом прямых измерений; m – число ко-
эффициентов. 

Из сравнения соотношений (2) и (6) стано-
вится очевидным, что k-й, 0,( 1)k N= −  бин2 
ДПФ, линейным ДКИ k-го значения векторного 
спектра сигнала NX  на дискретной частоте 
2 k
N
π
⋅  При этом k-я ДЭФ в соотношении (6) за-

дает значения коэффициентов ib . 
Проблема достоверного перехода  
от сигнала, заданного дискретными  
отсчетами, к континуальному сигналу 
В монографии [40] находим, что финитному 

дискретному сигналу ( ); 0, 1x n n N= −  можно 
поставить в соответствие множество непрерыв-
ных функций, проходящих через отсчеты сиг-
нала (рис. 1). Эти функции в монографии опре-
делены как огибающие сигнала 

( ); 0, 1.x n n N= −  
Относительно приведенного утверждения 

и определения огибающей сделаем следующие 
замечания. Во-первых, утверждение о бесчислен-
ном множестве огибающих вполне очевидно, но 
также вполне очевидно и то, что огибающие будут 
иметь различные спектры и не для всех из них 

                                                      
1 Модель измерений; уравнение измерений: уравне-

ние связи (measurement model), между величинами в кон-
кретной измерительной задаче. 

2 Бинами в зарубежных и отечественных информаци-
онных источниках называют коэффициенты ДПФ. 

будут выполняться условия теоремы Котельнико-
ва3, которая была доказана в 1933 году. Следова-
тельно, однозначное восстановление огибающих 
принципиально невозможно. Во-вторых, опреде-
ление непрерывных функций (рис. 1) как огибаю-
щих, вносит серьезную путаницу в понятия тео-
рии обработки сигналов как континуальных, так и 
дискретных сигналов, поскольку общепринятым 
является определение огибающей сигнала с по-
мощью преобразования Гильберта [41]. 

 

 
Рис. 1. Огибающие дискретного сигнала 

( ); 0,9x n n =  
 
Возвращаясь к косвенным измерениям вели-

чин, заметим, что «восстановление» непрерыв-
ных функций (огибающих) (рис. 1), является 
предметом первого этапа НКИ – ДФ. При этом 
отметим, что именно произвольный выбор ме-
тода «восстановления» огибающих приводит 
к субъективности методов НКИ – ДФ.  

Остановимся на еще одном вопросе, связан-
ным с проблемой перехода от сигнала, заданно-
го дискретными отсчетами, к аналоговому сиг-
налу. Речь идет о встречающемся до сих пор, 
совершенно ошибочном пояснении теоремы 
Котельникова4. Об ошибочности приведенного 
в примечании правдоподобного объяснения тео-
ремы В. А. Котельникова, свидетельствует тео-

                                                      
3 Теорема Котельникова: произвольный сигнал, 

спектр которого не содержит частот выше sf  Гц, может 
быть полностью восстановлен, если известны отсчетные 
значения этого сигнала, взятые через равные промежутки 
времени 1 / 2 sf  с. 

4 Ошибочное пояснение теоремы Котельникова: по-
скольку спектр сигнала не содержит частот выше 2 sf , 
сигнал не может претерпевать значительных изменений 
между отсчетами. 
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рема1, доказанная Д. В. Агеевым в 1957 году 
[42]. Согласно этой теореме (коль скоро отсут-
ствует требование к частоте непрерывной функ-
ции )(ts  на отрезке ],[ 21 tt ) можно на интервале 

],[ 21 tt  задать отрезок косинусоиды частотой, 
например, 5 мегагерц и затем так продолжить 

)(ts  вне отрезка ],[ 21 tt , что спектр )(ts  не будет 
содержать частот выше, например, 5 герц. 

Вольная трактовка понятия огибающей, иг-
норирование свойств ДПФ приводит к досад-
ным ошибкам и некорректным выводам. 

Рассмотрим пример. В статье [43] предлага-
ется метод вычисления, достоверных коэффи-
циентов Фурье цифрового сигнала.  

В цитируемой статье приводится следующее 
заключение: «В ходе проведенных исследований 
установлено, что не более 5 % от общего числа 
вычисленных коэффициентов Фурье для про-
стейшей линейной функции имеют погрешность 
0,005. Применение правила Симпсона позволяет 
существенно увеличить количество достоверно 
вычисленных коэффициентов Фурье для детер-
минированной функции». В цитируемой работе в 
качестве критерия определения числа достовер-
но вычисленных коэффициентов Фурье исполь-
зуется правило двойного пересчета: 

1 1( ) ( ) ( )S k S k S k− < η ⋅ ,               (7) 

где η=0,005 ; ( )S k  – ДПФ )(nx  на интервале 

1 996N N= = ; 1( )S k  – ДПФ )(nx  на интервале 

2 498N N= = ; 

2 ( 1) / ; 1, / 2
( ) 0; / 2 1;

2 [( 1) / 1]; / 2 2,

n N n N
x n n N

n N n N N

⎧ ⎫⋅ − =
⎪ ⎪

= = +⎨ ⎬
⎪ ⎪⋅ − − = +⎩ ⎭

.(8) 

Согласно теории ЦОС причина появления 
недостоверных коэффициентов Фурье сигнала 

)(nx  очевидна, поскольку является проявлением 
эффекта наложения (англ. aliasing effect). Пояс-
ним проявление эффекта наложения примером. 
На рис. 2, а приведен сигнал )(nx , 1 64N N= = , 
а на рис. 2, б – его ДПФ в алгебраической фор-
ме – real [ ( )S k ]: 

1

0

1( ) ( ) ; 0, ( 1)
N

kn
N

n
S k x n W k N

N

−

=

= ⋅ = −∑ .         (9) 

                                                      
1 Теорема Агеева: пусть на интервале 1 2[ , ]t t  заданы 

любая непрерывная функция ( )s t  и произвольная частота 
f . Тогда можно построить функцию, спектр которой не 
содержит частот выше f , сколь угодно близкую (в сред-
неквадратическом смысле) к ( )s t  на интервале 1 2[ , ]t t . 

Сигнал 1 ( )x n , 232N N= = , получаемый при 
увеличении в два раза интервала дискретизации 
сигнала ( )x n , приведен на рис. 2, в, а на рис. 2, 
г – его ДПФ. 

Из теории ЦОС известно, что уменьшение 
частоты дискретизации приводит к проявлению 
эффекта наложения спектров в частотной об-
ласти. На рис. 2, б проявление эффекта наложе-
ния проиллюстрировано сворачиванием спектра 
real [ ( )S k ] относительно линии d-d.  

В результате увеличения интервала дискре-
тизации дискретного сигнала ( )x n  мы получаем 
дискретный сигнал 1 ( )x n , спектр которого real  
[ 1( )S k ] является «свернутым» вариантом real  
[ ( )S k ]. Поскольку коэффициенты Фурье real  
[ ( )S k ], 17,32k =  отличны от нуля, то коэффи-
циенты Фурье real [ 1( )S k ] принципиально не 
могут совпадать с коэффициентами Фурье real  
[ ( )S k ], 1,16k =  (рис. 2, б).  

Несложно также видеть, что поскольку 
спектр сигнала ( )x n  является монотонным, то 
именно начальные бины Фурье real [ 1( )S k ] под-
вергаются наименьшему изменению.  

Очевидным является также и метод повыше-
ния достоверности коэффициентов Фурье – 
это выполнение условий теоремы Котельнико-
ва, т. е. устранение влияния эффекта наложений 
спектров. Это достигается путем низкочастот-
ной фильтрации по линии d-d, рис. 2, б. В ре-
зультате низкочастотной фильтрации по линии 
d-d бины Фурье real [ 1 ( )S k ], 17,32k =  (рис. 2, 
б) будут равны нулю, вследствие чего «сверну-
тые» бины Фурье real [ 1( )S k ] будут равны би-
нам Фурье real [ ( )S k ], 1,16k =  (рис. 2, б). Мож-
но показать, что рассмотренные положения бу-
дут верны и для иных дискретных сигналов. 

И, наконец, о том, что применение правила 
Симпсона (при вычислении соответствующих 
интегралов – авт.) дает возможность «сущест-
венно увеличить количество достоверно вычис-
ленных коэффициентов Фурье для детерминиро-
ванной функции». В случае выполнения при дис-
кретизации исходного континуального сигнала 
условий теоремы Котельникова все коэффициен-
ты Фурье будут в терминах цитируемой работы – 
достоверными. В то же время нетрудно убедить-
ся в том, что коэффициенты Фурье, вычисленные 
с применением правила Симпсона, будут иметь 
существенную относительную погрешность, по-
скольку оптимальной в этом случае является 
тригонометрическая интерполяция [44]. 
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Рис. 2. Проявление эффекта наложения спектров сигналов: а – дискретный сигнал ( )x n , 164N N= = ; б – дискрет-
ное преобразование Фурье сигнала ( )x n , real [ ( )S k ]; в – сигнал 1( )x n , 232N N= = ; г – дискретное преобразование Фурье 
сигнала 1( )x n , real [ 1( )S k ] 

 
Заключение 
Проведенный системный анализ проблемы 

перехода от финитного дискретного сигнала 
к финитному континуальному сигналу в раз-
личных предметных областях позволяет сделать 
следующие выводы: 

• выбор объективного метода интерполяции 
финитного дискретного сигнала требует знания 
характеристик исходного непрерывного сигнала 
и основ цифровой обработки; 

• выбор метода перехода от финитного дис-
кретного сигнала к континуальному дискретно-
му сигналу, без учета свойств исходного сигна-
ла, приводит к субъективности оценки резуль-
татов интерполяции финитного дискретного 
сигнала, к ошибкам и некорректным выводам; 

• объективным и оптимальным методом ин-
терполяции финитного дискретного сигнала при 
выполнении условий теоремы Котельникова 
является метод, основанный дискретных преоб-
разованиях Фурье. 
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* * *  

The Problem of Transition from a Finite Discrete Signal to a Finite Continual Signal  
 
О. V. Ponomareva, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov IzhGTU, Izhevsk, Russia 
 
To increase the accuracy of determining the required value in the theory of indirect measurements, the interpola-

tion operation - the operation of determination (calculation) of intermediate values of the initial value between its 
specified (known) values - has found wide application. The arsenal of numerical methods used in interpolation of val-
ues obtained by direct measurements is quite wide; they are linear and quadratic interpolation, the use of various in-
terpolation polynomials, as well as spline interpolation. However, the choice of interpolation methods in the general 
theory of measurements is made subjectively, without analyzing the characteristics of the original continuous signal 
and applying the theoretical foundations of digital signal processing. The work aims to analyze the problem of reli-
ability of the transition from a finite discrete signal to a finite continual (analog, continuous) signal in different sub-
ject areas and to identify the main factors to be taken into account in this transition. The system analysis of the prob-
lem of transition from the finite discrete signal to the finite continual signal has shown that the transition from the 
finite discrete signal to the continual discrete signal without taking into account the properties of the original signal 
leads to subjectivity in evaluating the results of interpolation of the finite discrete signal, to errors, and incorrect con-
clusions. It is shown that the objective and optimal method of interpolation of the finite discrete signal at the fulfill-
ment of conditions of Kotelnikov's theorem is the method based on the application of discrete Fourier transformations. 
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