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В работе приводятся постановки задач продольных и поперечных колебаний ствола артиллерийской сис-
темы, возникающих в процессе выстрела. Отличительной особенностью является учет сил взаимодействия 
снаряда с каналом ствола переменного сечения и начального изгиба ствола, который находится из решения 
задачи гравитационного прогиба. Для определения сил, приводящих снаряд в движение, решается задача 
внутренней баллистики в осредненных параметрах в термодинамическом приближении. Численное решение 
задачи колебаний ствола проводилось в одномерной постановке методом конечных разностей по неявной 
схеме, имеющей второй порядок точности по времени и пространству. Сравнение решений задачи о грави-
тационном прогибе, полученных в одномерной и трехмерной постановках, показало, что они практически 
совпадают. Расчет внешнебаллистической траектории снаряда проводился на основе решения системы 
дифференциальных уравнений с начальными условиями, определяемыми из решения задач внутренней балли-
стики и поперечных колебаний ствола в вертикальной плоскости. Представлены результаты исследования 
влияния упругих деформаций и колебаний ствола на угол бросания снаряда из ствола и дальность полета сна-
ряда при различных условиях стрельбы. Показано, что отклонения, вызванные деформацией и колебаниями 
ствола при стрельбе из артиллерийской системы, приводят к уменьшению дальности стрельбы при малых 
углах возвышения и к увеличению дальности при больших углах возвышения. Полученные результаты позво-
ляют определить поправки к углу вылета снаряда, возникающие вследствие колебания ствола при выстреле. 
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Введение 
Интенсивный рост давления и ускоренное 

движение снаряда по каналу ствола при выстре-
ле вызывает колебания ствола в различных на-
правлениях [1]. Исследование динамики ствола 
в процессе выстрела является актуальной науч-
ной и практической проблемой, т. к. деформа-
ции определяют начальные условия движения 
снаряда на внешнебаллистической траектории, 
например угол вылета снаряда из канала ствола, 
и в конечном счете влияют на точность стрель-
бы. Вопросу математического моделирования 
процесса деформации и колебаний ствола по-
священы работы как российских, так и зарубеж-
ных авторов. В ряде работ [2–4] для моделиро-
вания динамики ствола артиллерийской систе-
мы используются современные пакеты 
инженерного проектирования, позволяющие 
решать задачу в трехмерной постановке. Тем не 
менее моделирование в одномерной постановке 
находит применение при исследовании колеба-
ний ствола при выстреле и позволяет получить 
решение с точностью, сопоставимой с решени-
ем в трехмерной постановке, при этом значи-
тельно уменьшая время проведения расчетов. 

В работе рассматривается математическая 
модель колебаний ствола переменного сечения 
в упругой постановке в одномерном приближе-
нии. Соответствующие дифференциальные 
уравнения можно решить, например, методом 
Фурье [5], либо методом конечных элементов 
[6], либо методом конечных разностей. Ниже 
для численного решения нестационарных одно-
мерных дифференциальных уравнений колеба-
ний ствола использовалась неявная конечно-
разностная схема, рассмотренная в [7]. 

Целью данного исследования является изу-
чение влияния упругих деформаций и колеба-
ний ствола в процессе выстрела на результаты 
стрельбы. 

Дополнительно будем придерживаться сле-
дующих условий и допущений: потери энергии 
на теплоотдачу не учитываются; орудие счита-
ется безоткатным; канал ствола является осе-
симметричным; поперечные колебания ствола 
в горизонтальной плоскости не учитываются. 

Основная задача внутренней баллистики 
Решение основной задачи внутренней балли-

стики (ОЗВБ), необходимое для определения 
закона изменения распределения давления по-
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роховых газов и скорости движения снаряда 
в зависимости от пути и времени, проводится 
в термодинамической постановке по модели [8]. 

Уравнение горения пороховых элементов за-
пишем в виде системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений 

 
( )0

0

1

,

,

k

k

Sd z u
dt

udz
dt e

ψ⎧ = σ⎪ Λ⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 (1) 

где ψ  – доля сгоревшего пороха; 0S  – началь-
ная площадь поверхности порохового элемента; 

0Λ  – начальный объем порохового элемента; 
( )zσ  – относительная площадь поверхности 

горения порохового элемента; 1z e e=  – отно-
сительная толщина сгоревшего свода порохово-
го элемента; e  – толщина сгоревшего свода; 1e – 
максимальная толщина горящего полусвода; 

1ku u p=  – линейная скорость горения; 1u – ко-
эффициент скорости горения; ( )p p t=  – давле-
ние пороховых газов внутри ствола. 

Система (1) решается до фазы распада порохо-
вых элементов 1z ≤  или ( )р 1 .ψ ≤ ψ = κ + λ + μ  

При этом ( ) 21 2 3z z zσ = + λ + μ , 

( ) ( )21z z z zψ = κ + λ + μ , где κ , λ , μ  – коэффи-

циенты формы, которые рассчитываются исходя 
из геометрии пороховых элементов. 

После распада пороховых элементов 
р 1ψ ≤ ψ ≤  решается уравнение: 

 ( )0

0
k

Sd u
dt
ψ
= σ ψ
Λ

,  

( ) ( )
р

11 2 3
1
−ψ

σ ψ = + λ + μ
−ψ

. 

Система уравнений движения снаряда: 

 
( )

( )

сн
кн сн сн ф

сн
сн сн ф

,

,

dvq S p p p
dt

dx v p p
dt

⎧ = η −⎪⎪
⎨
⎪ = η −
⎪⎩

 (3) 

где снx  – положение снаряда; снv  – скорость 
снаряда; кнS  – площадь сечения цилиндриче-
ской части канала ствола; q  – масса снаряда; 

фp  – давление форсирования; ( )η ξ  – функция 
Хэвисайда: 

( )
0 если 0
1 если 0

, ,
, .

ξ ≤⎧
η ξ = ⎨ ξ >⎩

 

Уравнение энергии: 

 
( )

( )

сн
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сн

1
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p W

vf k q
q

ω⎡ ⎤− −ψ −αωψ =⎢ ⎥δ⎣ ⎦
⎛ ⎞ω

= ωψ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
(4)

 

где ω  – масса пороха; δ  – плотность пороха;  

α – коволюм; f  – сила пороха; p

v

c
k

c
=  – пока-

затель адиабаты продуктов горения пороха; pc  
– теплоемкость продуктов горения пороха при 
постоянном давлении; vc  – теплоемкость про-
дуктов горения пороха при постоянном объеме; 

снW  – объем заснарядного пространства:  

 ( )0
сн км сн сн снW W S x x= + − , (5) 

где кмW  – объем камеры; 0
снx  – начальное поло-

жение снаряда. 
Уравнение состояния: 

 ( )сн 1p W RTω⎡ ⎤− −ψ −αωψ = ωψ⎢ ⎥δ⎣ ⎦
, (6) 

где R  – удельная газовая постоянная; T  – тем-
пература продуктов горения пороха. 

Дополнительные соотношения: 

 ( ) ( )
сн 11

3

p t
p t

q

=
ω

+
;  ( ) ( )кн сн

11
2

p t p t
q

⎛ ⎞ω
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (7) 

Распределение давления внутри канала ство-
ла можно записать в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( ) 2
сн

кн 2
сн

1
2

p t xp x,t p t
q x

ω
= − . (8) 

Начальные условия при 0t = , км0 x L≤ ≤ : 

 ( ) н0p p= , ( )0 fT
R

= , ( )сн 0 0v = , ( ) 0
сн сн0x x= , 

 ( ) ( )
н

н
н

1
0

1

p

f p

δ⎛ ⎞−⎜ ⎟Δ⎝ ⎠ψ = ψ =
δ + αδ −

, 
кмW
ω

Δ = ,     (9) 

где нp  – давление, развиваемое воспламените-
лем. 

Расчеты по представленной выше системе 
дифференциальных уравнений проводятся до 

(2) 
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момента вылета снаряда из ствола: сн км д ,x L L≤ +  
где кмL  – длина камеры; дL  – длина ствола. 

Задача упругих деформаций  
и колебаний ствола 
Рассмотрим декартову систему координат 

Oxyz  (рис. 1), связанную с недеформированным 

стволом орудия. Начало координат O  находит-
ся в центре казенного среза ствола. Ось Ox  на-
правим вдоль оси симметрии ствола. Ось Oy  
находится в вертикальной плоскости перпенди-
кулярно оси Ox . Ось Oz  образует правосторон-
нюю систему координат. 

 

 
Рис. 1. Система координат, связанная со стволом 

 
Совместим начало координат Oxyz  с нача-

лом местной системы координат OXYZ . Ось 
OY  направлена в сторону, противоположную 
направлению силы тяжести g . Также совмес-

тим оси Oz  и OZ . Направим ось Ox  орудия 
в плоскости OXY  под углом возвышения ϕ 
к оси OX  (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Местная система координат OXYZ  

 
Под действием силы тяжести и других сил 

ствол будет испытывать изгиб. Угол бросания θ  
(рис. 2) вычисляется как угол, образованный 
осью OX и направлением касательной линии, 
совпадающей с центром канала ствола, в точке 
дульного среза в момент вылета снаряда из 
ствола. 

Уравнение продольных колебаний ствола 
в направлении оси Ox  имеет вид 

( ) ( )
2

2 2 0x
u SF F Sp p q x,t

t x x
∂ ∂ ∂

ρ − σ + ν + − =
∂ ∂ ∂

, (10) 

где ( )u u x,t=  – величина продольной деформа-
ции; ρ  – плотность материала ствола;  

( )F F x= – переменная площадь сечения ствола; 

( )S S x=  – переменная площадь сечения канала 

ствола; uE
x
∂

σ =
∂

 – напряжение в сечении x ; E – 

модуль упругости; ν  – коэффициент Пуассона; 
( )x xq q x,t= – распределенные продольные силы. 

Задача (10) решается при заданных началь-
ных условиях: 

 ( ) ( )00u x, u x= , ( ) ( )1
0t

u x,t
u x

t
=

∂
=

∂
 (11) 

и граничных условиях: 

 ( )0 0u ,t = , ( ) 0
x L

u x,t
x

=

∂
=

∂
, (12) 

где функция ( )0u x  определяется из решения 
стационарной задачи гравитационного прогиба, 
в которой рассматривается только постоянная 
сила тяжести; км дL L L= +  – длина артиллерий-
ской систем. Площадь сечения ствола и пло-
щадь канала ствола вычисляются по формулам 
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( ) ( ) ( )2 2
2 1F x r x r x⎡ ⎤= π −⎣ ⎦ , ( ) ( )2

1S x r x= π , 

где ( ) ( )1 2r x , r x  – переменные внутренний и 
внешний радиусы канала ствола. 

Распишем продольные силы, действующие 
на канал ствола: 

( ) ( ) ( )сн тр
x x xq x,t Fg sin q x,t q x,t= −ρ φ − + ,   (13) 

где ( )сн
xq x,t  – массовые силы, действующие на 

ствол со стороны снаряда в направлении оси 
Ox ; ( )тр

xq x,t – силы трения и взаимодействия 
снаряда с нарезами в направлении оси Ox ; g  – 
ускорение свободного падения. При определе-
нии этих сил снаряд будем считать эквивалент-
ным по объему цилиндром, радиус которого 
совпадает с радиусом канала ствола. Длина эк-
вивалентного снаряда равна: 

сн
сн

кн

Vl
S

Δ = , 

где снV  – объем снаряда. 
Средняя плотность такого «приведенного» 

снаряда равна: 

сн
сн

q
V

ρ = . 

В таком случае можно записать: 

( )
[ ]
[ ]

сн кн сн сн снсн

сн сн сн

sin , , ,
,

0, , .x

S g x x x l
q x t

x x x l

⎧ρ ϕ ∈ + Δ⎪= ⎨
∉ + Δ⎪⎩

(14) 

В условии (14) положение снаряда 
( )сн снx x t=  определяется из решения основной 

задачи внутренней баллистики. 
Продольная сила, действующая на стенки 

канала ствола гладкоствольного орудия, проти-
воположна силе трения, действующей на сна-
ряд: 

 гл тр сн кнR f p S= − , (15) 

где трf  – коэффициент трения; снp  – давление 
на дно снаряда. В этом случае 

 ( )тр гл

сн
x

Rq x,t
l

=
Δ

. (16) 

Продольная сила, действующая на стенки 
канала ствола нарезного орудия, определяется 
по формуле [9]: 

 ( )нар нар тр нарsin cosR nN f= − α + α , (17) 

где n  – число нарезов в канале; N  – сила реак-
ции; трf  – коэффициент трения; нарα  – угол на-
клона нарезов, определяется по формуле 

 нар arctan πα =
η

, (18) 

где h
d

η= −кривизна нарезов (вычисляется в 

калибрах); h  – длина хода нарезов. 
Сила реакции определяется по формуле 

 нар сн кн
1 tgN p S
n

= λ α ⋅ , (19) 

где 
2

сн

J

r
⎛ ⎞ρ

λ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – безразмерный коэффициент, 

для осколочно-фугасных снарядов его значение 

находится в пределах 0,64…0,68; сн
J

J
q

ρ =  – 

радиус момента инерции снаряда; снJ  – момент 
инерции снаряда относительно оси вращения. В 
случае нарезного орудия имеем: 

 ( ) нартр

сн
x

R
q x,t

l
=
Δ

. (20) 

Уравнение продольных колебаний в верти-
кальной плоскости Oxy  представляет собой би-
гармоническое уравнение вида 

 
( )

( )

2

2

2 2

2 2 0,z y

v vF F Sp
t x x

vEJ q x,t
x x

∂ ∂ ∂⎡ ⎤ρ − σ − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

 
(21)

 

где ( )v v x,t=  – поперечные деформации ствола 
в направлении оси Oy ; ( )z zJ J x=  – момент 
инерции ствола относительно оси z ; ( )yq x,t  – 
распределенные по длине ствола силы, дейст-
вующие в направлении оси Oy . 

Начальные условия для уравнения (21): 

 ( ) ( )00v x, v x= , ( ) ( )1
0

0

t

v x,
v x

t
=

∂
=

∂
, (22) 

где ( )0v x  – начальный прогиб ствола, который 
определяется из решения стационарной задачи, 
в которой рассматриваются только постоянная 
сила тяжести в направлении оси Oy ; ( )1v x  – 
начальная скорость ствола в направлении оси 
Oy . 

Граничные условия закрепления будем рас-
сматривать при 0x = : 
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 ( )0 0v ,t = , ( )
0

0
x

v x,t
x

=

∂
=

∂
. (23) 

Условия свободного конца при x L=  имеют 
вид 

 ( )2

2 0
x l

v x,t
x

=

∂
=

∂
, 

( )2

2 0z

x L

v x,t
EJ

x x
=

⎛ ⎞∂∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.

 (24) 

Распределенные силы для рассматриваемой 
системы запишем в виде 

 ( ) ( )сн, cos ,y yq x t gF q x t= −ρ ϕ − , (25) 

где ( )сн ,yq x t  – массовая сила, действующая 
на ствол со стороны снаряда в направлении оси 
Oy : 

 ( )
[ ]
[ ]

сн кн сн сн снсн

сн сн сн

cos , , ,
,

0, , .y

S g x x x l
q x t

x x x l

⎧ρ ϕ ∈ + Δ⎪= ⎨
∉ + Δ⎪⎩

  

(26) 

Отклонение ( )tγ  угла ( )tθ = θ  от угла воз-
вышения φ  определяется направлением каса-
тельной к линии канала ствола в точке дульного 
среза: 

 ( ) ( ) ( ),
arctan

x L

v x t
t t

x
=

⎛ ⎞∂
γ = θ −ϕ = ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

.  

Тогда угол бросания в момент достижения 
дна снаряда дульного среза дt   определяется по 
формуле 

 ( )0 dtθ = θ = ϕ + γ . (27) 

Гравитационный прогиб ствола 
Рассмотрим одномерное уравнение статиче-

ского прогиба упругого стержня с одним закре-
пленным концом и со вторым свободным кон-
цом под действием сил тяжести. Уравнение для 
начальных продольных деформаций ствола 

( )0 0u u x=  в направлении оси Ox  имеет вид 

 ( ) ( )0 0 0x
u SFE p Sp x, q x,

x x x x
∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = − ⎡ν ⎤ −⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,  

(28) 

с граничными условиями: 

 ( )0 0 0u = , ( )0 0
x L

u x
.

x
=

∂
=

∂
 (29) 

Уравнение для начального гравитационного 
прогиба ствола ( )0 0v v x=  в вертикальной плос-
кости Oxy  имеет вид 

 

( )
22

0 0
2 2 0 ,z y

v vuEJ FE Sp q x,
x x x x x
⎛ ⎞∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

 (30) 

c граничными условиями: 

( )0 0 0v = , ( )0

0

0
x

v x
x

=

∂
=

∂
, ( )2

0
2 0

x L

v x
x

=

∂
=

∂
, 

 
( )2

0
2 0z

x L

v x
EJ

x x
=

⎛ ⎞∂∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.            (31) 

Основная задача внешней баллистики 
Основной задачей внешней баллистики явля-

ется отыскание закона изменения траектории 
полета снаряда от времени [10]. Рассмотрим 
систему уравнений внешней баллистики, опи-
сывающую движение снаряда. Снаряд движется 
в плоскости Oxy , ориентированной по направ-
лению стрельбы (см. рис. 3), координаты центра 
масс снаряда описываются уравнениями [11]: 

 cos sink k
dx dyV V ,
dt dt

= β = β  (32) 

где x  – продольная координата; y  – высота по-
лета снаряда; β  – угол наклона траектории; kV – 
скорость центра масс снаряда. 
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Рис. 3. Система координат для решения основной задачи внешней баллистики 

 
Для определения параметров движения сна-

ряда в траекторной системе координат k kOx y , 
связанной с центром масс снаряда и ориентиро-
ванной по вектору скорости, запишем уравне-
ния: 

 вsink x MdV C q Sg
dt m

= − β− , (33) 

 cos

k

d g
dt V
β β
= − , (34) 

где g – ускорение силы тяжести; m  – полетная 
масса снаряда; 2 4MS d= π  – площадь миделева 
сечения снаряда; d  – калибр снаряда; xС  – ко-
эффициент лобового сопротивления снаряда; 

2 2
в 2q M a= ρ  – скоростной напор воздуха; M  

– число Маха; a  – скорость звука в воздухе. 
Коэффициент лобового сопротивления сна-

ряда рассчитывается по формуле 

 ( )эт
x x xC i C M= , (35) 

где xi  – коэффициент аэродинамической формы 
снаряда; ( )эт

xC M  – эталонный коэффициент со-
противления, определяется из аппроксимации за-
кона 1943 г. для осколочно-фугасных снарядов. 

Начальными условиями для расчета внешне-
баллистической траектории являются результа-
ты решения ОЗВБ в момент достижения дна 
снаряда дульного среза: 

( )д 0x t = , ( )д 0y t = , ( )д 0kV t v= , ( )д 0 0t .β = β = θ  
(36) 

Начальная скорость снаряда ( )0 сн дv v t=  оп-
ределяется из решения ОЗВБ. Угол бросания 

( )0 дtθ = θ  определяется из решения задач де-
формации и колебаний ствола под действием 
сил тяжести, давления пороховых газов и взаи-
модействия снаряда с каналом ствола. 

Численные методы решения задач 
Дифференциальные уравнения, описываю-

щие задачи внутренней и внешней баллистики, 
решались методом Рунге – Кутта 4-го порядка 
точности. 

Разностная аппроксимация дифференциаль-
ных уравнений в частных производных (10), 
(21), (28) и (30) проводилась интегро-
интерполяционным методом [12], который по-
зволяет построить разностную схему для моде-
лей с негладкими и разрывными коэффициен-
тами и получить наиболее точное физическое 
решение. Рассматривалась расчетная сетка во 
временной области 0 t T≤ ≤ : 

 { }0 1n
Tt n i , , , N ,
N

⎧ ⎫
Ξ = = ⋅ τ ∈ τ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
…  (37) 

и пространственной области 0 x L≤ ≤ : 

 { }0 1i
Lx i h i , , , I , h
I

⎧ ⎫⎪ ⎪Ω = = ⋅ ∈ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

… . (38) 

Разностная аппроксимация уравнения (10) 
имеет вид 

 

( ) ( )

( )

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 1
1 2 1 1 2 1 2 1 2 1

2 2

сн cн
сн

2 2

0 1 2 1,

i i i i

i i

n n nn n n
i i i i i i ii i i

i

i i
i

EF u EF EF u EF uu u uF p S p S
h h

p h RS S F g sin S g sin , i , , , I
h h l

+ + − −

+ −

− −
− − − + + +− + +⎛ ⎞− ⋅ + ν

ρ − − − +⎜ ⎟τ⎝ ⎠
⎛ ⎞

+ − + ρ φ + ρ φ − = = −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
…

     
(39)
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где ih  – шаг интегрирования в области распо-
ложения движущегося снаряда определяется с 
учетом движения снаряда: 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 сн 1 2 сн сн

1 2 сн сн 1 2 сн

0, ,

min , max , , иначе.

i i

i

i i

x x x x l
h

x x l x x

+ −

+ −

⎧ < ∨ > + Δ⎪= ⎨
+ Δ −⎪⎩

 (40) 

Разностная аппроксимация при 0i =  и i I=  
определяется с учетом граничных условий (12). 
Начальные значения определяются из соотно-
шения (11): 

 ( )0
0 0 1i iu u x , i , , ,I .= = …  (41) 

Начальные скорости из соотношения (11) ис-
пользуются для аппроксимации на 1-м шаге 
итераций при 1n = . В результате неявной раз-
ностной аппроксимации получаем трехдиаго-
нальную систему линейных алгебраических 
уравнений относительно 0 1n

iu , i , , ,I= … , кото-
рая решается методом прогонки на каждой ите-
рации по времени 1 2n , , ,N= … .  

Разностная аппроксимация уравнений, опи-
сывающих поперечные колебания (21), имеет 
вид 

 

 

( )( )
( ) ( ) ( )

2 1

1 2 1 1 2 1 2 1 2 12

1 2 1 1 1 1 1 1 1 2
4

сн cн

2

2 4 2

cos cos 0, 2 3 2

n n n
n n n n n n ni i i

i i i i i i i i

n n n n n
i i i i i i i i i i i i i i

i
i

v v vF G v G G v G v

J v J J v J J J v J J v J v
E

h
hF g S g i , , , I ,
h

− −

− − − + + +

− − − − − + + + + +

⎛ ⎞− ⋅ +
ρ − − + + +⎜ ⎟τ⎝ ⎠

⋅ − ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅
+ +

+ρ ϕ + ρ ϕ = = −…

 

(42)

 

где 1 2
n
iG +  – коэффициент, определяемый соот-

ношением  

1
1 2 1 2 1 2

1 2 2

n n
ni i

i i i
n
i

u uEF S p
hG .

h

+
+ + +

+

−
−

=  

Разностная аппроксимация при 0 1i ,=  и 
1i I , I= −  определяется с учетом граничных ус-

ловий (23) и (24). Начальные условия опреде-
ляются из соотношения (22): 

 ( )0
0 0 1i iv v x , i , , ,I .= = …  (43) 

Начальные скорости из соотношения (22) ис-
пользуются для аппроксимации 1n =  на 1-м ша-
ге итераций. В результате неявной разностной 
аппроксимации получаем пятидиагональную 
систему линейных алгебраических уравнений 
относительно 0 1n

iv , i , , ,I= … , которая решает-
ся методом прогонки на каждой итерации по 
времени 1 2n , , ,N= … .  

Анализ численных результатов 
Рассматриваемый ствол калибра 152 мм 

представляет собой толстостенный цилиндр, 
закрепленный в области казенного среза. Изме-

нение геометрии ствола представлено в табл. 1. 
Между указанными в таблице координатами x  
изменение радиусов принималось по линейному 
закону. 

 
Таблица 1. Геометрия ствола 152-мм пушки 
Координата x , м Радиус 1r , м Радиус 2r , м 

0 0,110 0,17 
2,5 0,076 0,12 
7,6 0,076 0,1 

 
Характеристики артиллерийской системы: 

3
км 0 073мW , ;=  37850 кг/м ;ρ =  200 ГПаE ;=  

0 25, ;ν =  7 56 мl , ;=  2
кн 0 076 мS , ;=  1 0xi . ;=  

км 1 015 мL , ;=  19 кг;ω =  46 кгq .=  Значения 
теплофизических характеристик пороха: 

60 9 10 Дж/к ;f , г= ⋅ 1 228;p

v

c
k ,

c
= =

5 395 10 м кг;/−α= ⋅  346 9 Дж/(кг КR , )= ⋅ . 
Результаты расчета ОЗВБ, а именно: среднее 

давление, давление на дно канала ствола, давле-
ние на дно снаряда и скорость снаряда, – пред-
ставлены на рис. 4. 
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Рис. 4. Зависимости давления и скорости снаряда для 152-мм пушки от времени:  

1 – давление; 2 – давление на дно канала; 3 – давление на дно снаряда; 4 – скорость снаряда 
 

Гравитационный прогиб ствола, располо-
женного под углом возвышения 40φ = D , пред-
ставлен на рис. 5. Сравнивая результаты проги-
ба в одномерном случае с решением в трехмер-
ной постановке, полученным в системе 
конечно-элементного анализа ANSYS, видим, 
что результаты моделирования практически 

совпадают. Максимальный гравитационный 
прогиб ствола достигается на дульном срезе:  
– 8,3 мм – при решении задачи в одномерной 
постановке и –8,1 мм – в трехмерной постанов-
ке. Разность между полученными решениями 
составляет 2,5 %. 

 

 
Рис. 5. Зависимость гравитационного прогиба ствола 152-мм пушки, расположенного под 
углом возвышения 40ϕ = D  от координаты: 1 – одномерная модель; 2 – трехмерная модель 

 
Изменение величины поперечных колебаний 

дульного среза при выстреле представлены на 
рис. 6, где можно заметить, что они начинают 
развиваться в процессе выстрела, однако наи-

большие значения принимают после вылета 
снаряда из канала ствола, что может оказывать 
дополнительное влияние на последующие вы-
стрелы из пушки в автоматическом режиме. 
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Рис. 6. Поперечные колебания дульного среза ствола в процессе выстрела д0 t t< ≤  

и после вылета снаряда из канала ствола ( дt t> ) 
 
В табл. 2 представлены зависимости дально-

сти стрельбы от угла возвышения из 152-мм 
пушки с учетом и без учета деформаций и коле-
баний ствола. 

 
Таблица 2. Сравнение результатов расчета внеш-
ней баллистики для 152-мм пушки  

Угол 
возвы-
шения 
ϕ , º 

Угол 
бросания 

0θ , º 

Дальность, м Отклонение 
Без де-

формации 
и колеба-
ний ство-

ла  

С дефор-
мацией и 
колеба-
ниями 
ствола 

Абсо-
лютное, 

м 

Относи
ситель-
тель-
ное, %

1º 18' 1º 08' 4000 3 604 –396 –9,90
10º 9º 50' 15 069 14 954 –115 –0,77
20º 19º 51' 20 827 20 756 –71 –0,34
30º 29º 51' 24 922 24 874 –48 –0,19
40º 39º 53' 27 706 27 681 –25 –0,09
50º 49º 54' 28 805 28 805 0 0,00 
57º 56º 55' 28 130 28 148 18 0,06 
60º 59º 55' 27 315 27 342 27 0,10 
 
Как видно из таблицы, при учете деформа-

ций и колебаний ствола дальность стрельбы из-
меняется в пределах от –396 м до 27 м в зависи-
мости от угла возвышения. При этом чем ближе 
угол возвышения к значению 50°, тем меньше 
влияние деформации и колебаний на дальность 
стрельбы. Так, максимальное отклонение было 
получено при стрельбе прямой наводкой на рас-
стояние 4 км и составило 9,9 %, что значительно 
больше остальных в других случаях. 

Заключение 
В работе представлена комплексная матема-

тическая модель процесса выстрела, позволяю-
щая оценивать влияние деформации и колеба-
ний ствола на дальность стрельбы. Как показали 
исследования, наибольшие деформации наблю-
даются на дульном срезе и для рассматриваемо-
го ствола 152-мм пушки в зависимости от угла 
возвышения могут достигать порядка 1 см. При 
этом решения в одномерной и в трехмерной по-
становках практически совпадают, что говорит 
о сопоставимой точности рассматриваемых мо-
делей. 

Как показали результаты численного моде-
лирования, поперечные колебания ствола ока-
зывают влияние на отклонения угла бросания 
снаряда от угла возвышения ствола. Учет этого 
отклонения при стрельбе из 152-мм пушки при-
водит к существенному уменьшению дальности 
стрельбы при малых углах бросания (до 10 %). 
При углах возвышения до максимальной даль-
ности учет деформации приводит к уменьше-
нию, а при углах возвышения после максималь-
ной дальности – к увеличению дальности 
стрельбы. 
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Study of Elastic Barrel Deformations and Vibrations Impact on Shooting Accuracy  
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The paper presents the formulation of the problems of vibrations during a shot. A distinctive feature is the account 

of projectile interaction forces with the bore of a variable section barrel while taking into account the barrel's initial 
bending, which is found from solving the problem of gravitational deflection. To determine projectile motion forces, 
the problem of internal ballistics is solved in averaged parameters in the thermodynamic approximation. An implicit 
second order of the accuracy scheme in time and space was applied to solve barrel vibrations' problems. Comparing 
the solutions obtained in the ANSYS finite element analysis system in a three-dimensional formulation with the solu-
tion of the problem in a one-dimensional formulation is carried out. Calculation of the projectile external ballistic 
trajectory was carried out by solving a system of differential equations with the initial conditions determined from the 
internal ballistics problem's solutions and the barrel transverse vibrations in the vertical plane. The influence of bar-
rel vibrations on the angle of departure was studied, the range of the projectile flight was determined for different 
firing conditions. It is shown that the deviations caused by deformation and vibrations of the barrel during firing from 
the gun considered in this work lead to a decrease in the firing range at small elevation angles and an increase in the 
range at large elevation angles. The results obtained make it possible to determine corrections of departure angle 
arising from the barrel vibrations on firing. 

 
Keywords: artillery system; mathematical modelling; elastic vibrations of barrel; internal ballistics; external ballis-

tics; angle of departure. 
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