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1 Финитный сигнал в одномерном случае задается на одномерном конечном интервале (отрезке, ограниченном на-

чальной и конечной точками), а в двумерном случае прямоугольного растра – задается на конечной прямоугольной опор-
ной плоскости (прямоугольнике, ограниченном четырьмя точками). 
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В области Фурье-обработки финитных сигналов выделено три основных направления проведения научных 

исследований: Фурье-обработка одномерных финитных сигналов – обработка скалярных функций скалярного 
аргумента, Фурье-обработка двумерных финитных сигналов – обработка скалярных функций векторного аргу-
мента, многоканальная Фурье-обработка – обработка векторных функций скалярного аргумента. В рамках 
создания обобщенной теории Фурье-обработки финитных сигналов авторами предложены: теория спектраль-
ного анализа дискретных сигналов на конечных интервалах в базисах параметрических экспоненциальных функ-
ций и теория двумерной цифровой обработки сигналов в базисах Фурье с варьируемыми параметрами. Разра-
ботанные теории, обобщая теорию Фурье-обработки одномерных и двумерных сигналов, базируются: на вве-
дении новых понятий сдвига финитных дискретных сигналов в одномерном и двумерном случаях и введении 
новых базисных систем Фурье-обработки дискретных сигналов, которые обладают свойствами мультиплика-
тивности, ортогональности и симметричности относительно номера базисной функции в системе. Рассмот-
рен математический аппарат двумерного дискретного преобразования Фурье с варьируемыми параметрами 
в матричной и алгебраической форме. Введен новый метод обработки финитных двумерных действительных 
дискретных сигналов в пространственно-частотной области на основе дискретного преобразования Фурье 
с варьируемыми параметрами – метод скользящей пространственно-частотной обработки. Разработан эф-
фективный метод и алгоритм быстрой диагональной скользящей пространственно-частотной обработки фи-
нитных двумерных действительных дискретных сигналов на основе дискретного преобразования Фурье с варь-
ируемыми параметрами. Проведена оценка эффективности и результативности алгоритма диагонального 
скользящего двумерного дискретного преобразования Фурье с варьируемыми параметрами с точки зрения вы-
числительных затрат. В результате экспериментальных исследований на модельных двумерных дискретных 
финитных сигналах доказана обоснованность, эффективность и достоверность предложенного метода сколь-
зящей пространственно-частотной обработки финитных двумерных действительных дискретных сигналов на 
основе дискретного преобразования Фурье с варьируемыми параметрами. Проведено сравнение (с точки зрения 
вычислительных затрат) разработанного метода скользящей пространственно-частотной обработки фи-
нитных двумерных действительных дискретных сигналов на основе дискретного преобразования Фурье с варь-
ируемыми параметрами со стандартным методом скользящей обработки этого вида сигналов. 

 
Ключевые слова: двумерный дискретный финитный сигнал, прямое двумерное дискретное преобразова-

ние Фурье с варьируемыми параметрами, опорная область, пространственно-частотный спектр, скользящая 
обработка. 

 
 
Введение 
Бурное развитие средств компьютерной техни-

ки, которые являются основой информационных 
технологий, значительно расширило сферы при-
ложения методов цифровой обработки финитных 
сигналов на основе дискретного преобразования 
Фурье. Среди множества областей приложения 
информационной технологии цифровой Фурье-
обработки финитных сигналов отметим томогра-
фию, активную и пассивную гидролокацию, 
сейсмологию, техническое диагностирование, ме-

дицину, криминалистическую кибернетику, раз-
работку методов и алгоритмов искусственного 
интеллекта (англ. artificial intelligence) [1–18]. 

В Фурье-обработке финитных сигналов1 (сиг-
налов, заданных в одномерном случае на конеч-
ных интервалах или на конечных опорных облас-
тях в двумерном случае) можно выделить сле-
дующие три направления научных исследований:  

1. Фурье-обработка одномерных финитных 
сигналов – обработка скалярных функций ска-
лярного аргумента. 
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2 Параметрическое дискретное преобразование Фурье в алгебраической форме определяется выражением: 
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2. Фурье-обработка двумерных финитных 
сигналов – обработка скалярных функций век-
торного аргумента. 

3. Многоканальная Фурье-обработка – обра-
ботка векторных функций скалярного аргумента. 

В рамках создания обобщенной теории Фу-
рье-обработки финитных сигналов авторами 
разработаны [19–21]: 

– теория спектрального анализа дискретных 
сигналов на конечных интервалах в базисах па-
раметрических экспоненциальных функций 
(первое научное направление исследований); 

– теория двумерной цифровой обработки 
сигналов в базисах Фурье с варьируемыми па-
раметрами (второе научное направление иссле-
дований). 

Разработанные теории, обобщая теорию Фу-
рье-обработки одномерных и двумерных сигна-
лов [22–36], базируются: 

– на определениях финитности дискретных 
сигналов в одномерном и двумерном случаях; 

– введении новых понятий сдвига финитных 
дискретных сигналов в одномерном и двумер-
ном случаях; 

– введении новых базисных систем Фурье-
обработки дискретных сигналов в одномерном и 
двумерном случаях, которые обладают свойст-
вами мультипликативности, ортогональности и 
симметричности относительно номера базисной 
функции в системе. 

Финитный дискретный 2D-сигнал ),( 21 nnx  – 
это двумерный массив конечной длины, являю-
щийся множеством действительных (или в об-
щем случае комплексных) чисел, определенных 
для упорядоченных пар целых чисел 1n  и 2n  

при 1 10 1n N   ; 2 20 1n N   . Финитный 
дискретный 2D-сигнал может быть представлен 
в виде матрицы: 
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Двумерное дискретное преобразование 
Фурье с варьируемыми параметрами (2D 
ДПФ-ВП) в алгебраической форме задается со-
отношением 
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где 

1 2
1 2 1 2,

( , , , )
N N

S k k    – спектр сигнала 1 2( , )x n n  

(коэффициенты 2D ДПФ-ВП), 1 10,( 1)k N  , 

2 20,( 1)k N   – пространственные частоты; 

1 2θ ,θ  – параметры преобразования 2D ДПФ-ВП: 

1 20 θ ,θ 1  ; 1 2( , )x n n  – двумерный сигнал, 

1 10, 1,n N   2 20, 1n N  .  
Вычисление 2D ДПФ-ВП, учитывая свойство 

разделимости (свойство сепарабельности) ядра 
преобразования, может быть представлено  
в двух видах: 
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        (4) 
Соотношениями (3) и (4) задается вычисле-

ние 2D ДПФ-ВП с помощью поэтапного вычис-
ления одномерных параметрических дискрет-
ных преобразований Фурье (ДПФ-П)2– соотно-
шение (3) – сначала по переменной 2n , а затем 
по переменной 1n , а соотношение (4) – сначала 

по переменной 1n , а затем по переменной 2n . 
2D ДПФ-ВП в матричной форме с учетом 

свойства сепарабельности задается соотноше-
ниями: 
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где 
1 2 1 2, ,N N  S  – коэффициенты 2D ДПФ-ВП 

в виде матрицы; 
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Вычисление преобразования 2D ДПФ-ВП в 
матричной форме, так же как и его вычисление 
в алгебраической форме (3), (4), может быть 
представлено в двух видах: 
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Соотношениями (8) и (9) задается вычисле-
ние 2D ДПФ-ВП с помощью поэтапного вычис-
ления одномерных параметрических дискрет-
ных преобразований Фурье (1D ДПФ-П). 

Цель работы: разработка метода быстрой 
диагональной скользящей пространственно-
частотной обработки финитных двумерных дей-
ствительных дискретных сигналов на основе 
дискретного преобразования Фурье с варьируе-
мыми параметрами. 

Диагональная скользящая  
пространственно-частотная обработка 
финитных двумерных действительных 
дискретных сигналов на основе  
преобразования Фурье с варьируемыми 
параметрами 
Согласно соотношениям (3), (4) или (8), (9) 

можно найти все коэффициенты 2D ДПФ-ВП 

сигнала 1 2( , )x n n  в виде 2D-массива 

1 2
1 2 1 2,

( , , , )
N N

S k k    или сигнала 
1 2N NX  в виде 

матрицы 
1 2 1 2, ,N N  S .  

При этом если непосредственное вычисление 
двумерного дискретного преобразования Фурье 
с варьируемыми параметрами требует 2 2

1 2N N  
операций, то учет свойства сепарабельности 
позволяет сократить число операций до 

1 2 1 2( )N N N N   . Число операций при вычис-
лении 2D ДПФ-ВП можно еще существенно со-
кратить, применив быстрые алгоритмы 2D 
БПФ-ВП.  

Такова ситуация, если необходимо найти все 
коэффициенты 2D ДПФ-ВП. В то же время в 
приложениях методов Фурье-обработки 2D-
сигналов часто встречаются приложения (на-
пример, при препарировании изображений), ко-
гда, во-первых, анализируется только один или 
часть коэффициентов 2D ДПФ-ВП и, во-вторых, 
вычисление спектра проводится в скользящем 
дискретном пространственном окне. На рис. 1 
в качестве примера приведены виды диагональ-
ных сдвигов двумерного дискретного простран-
ственного скользящего окна 3×3 по двумерному 
сигналу.  
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3 Существует восемь видов сдвигов двумерного дискретного пространственного скользящего окна, половина из 

которых приведена выше. Оставшиеся 4 вида сдвигов: сдвиг вертикальный вверх (СВ+), сдвиг вертикальный вниз (СВ–), 
сдвиг горизонтальный вверх (СГ+), сдвиг горизонтальный вниз (СГ–). 

 

 
Рис. 1. Виды диагональных сдвигов двумерного дискретного пространственного скользящего окна 3×3 по 
двумерному сигналу: а – сдвиг нулевой, б – сдвиг левый диагональный вверх (СЛД+), в – сдвиг левый диагональный 
вниз (СЛД–); г – сдвиг правый диагональный вверх (СПД+), д – сдвиг правый диагональный вниз (СПД–) 
Fig. 1. Types of diagonal shifts of a two-dimensional discrete spatial sliding window 3 × 3 on a two-dimensional sig-
nal: a - zero shift, b - left diagonal shift upward (SLD +), c - left diagonal downward shift (SLD–); d - shift right diagonal up  
(SPD +), d - shift right diagonal down (SPD–) 

 
Из рис. 1 нетрудно видеть, что при единич-

ных сдвигах часть отсчетов в двумерном сколь-
зящем дискретном пространственном окне ос-
таются неизменными (обозначены символом ), 
часть отсчетов «выпадают» из окна (обозначены 
символом ) и часть отсчетов появляются 
в окне вновь (обозначены символом ). Оче-
видно, что чем больше размер скользящего ок-
на, тем больше число отсчетов, остающихся не-
изменными при его сдвигах3. 

Рассмотрим для данного случая метод сокра-
щения числа операций при диагональной сколь-
зящей пространственно-частотной обработке 
финитных двумерных действительных дискрет-
ных сигналов на основе дискретного преобразо-
вания Фурье с варьируемыми параметрами. 

Метод быстрой диагональной скользящей 
пространственно-частотной обработки 
финитных двумерных действительных 
дискретных сигналов на основе дискрет-
ного преобразования Фурье с варьируе-
мыми параметрами 
Из рис. 1 непосредственно следует, что при 

вычислении спектра 2D ДПФ-ВП сигнала 
1 2N NX  

в двумерном скользящем дискретном простран-
ственном окне значительное число значений 

матрицы 
1 2N NX  остается неизменным. Это ут-

верждение справедливо и для отдельного коэф-
фициента 2D ДПФ-ВП. Однако классический 
метод вычисления отдельного коэффициента 
(бина) 2D ДПФ-ВП (или нескольких бинов) за-
ключается в нахождении при каждом сдвиге 2D-
окна всего спектра 2D ДПФ-ВП и отбрасывании 
неиспользуемых бинов. Следовательно, можно 
предположить, что в классическом методе су-
ществует избыточность при вычислении от-
дельного коэффициента 2D ДПФ-ВП. 

Докажем существование метода быстрого 
вычисления отдельного бина  дискретного пре-
образования Фурье с варьируемыми параметра-
ми при диагональной скользящей пространст-
венно-частотной обработке финитных двумер-
ных действительных дискретных сигналов. 

Введем в рассмотрение 2D пространственное 
окно размером 1 2N N , скользящее по 2D-

сигналу 1 1 2( , )x m m  размером 1 2M M . 2D-
сигнал в скользящем пространственном окне 
размером 1 2N N  обозначим как 1 2( , )x n n , 

1 10, 1,n N   2 20, 1n N  . Для обеспечения 
сдвига СЛД– положим 1 1M N , 2 2M N . 
  

а         б             в 

г         д 
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Бин 2D ДПФ-ВП на пространственной часто-
те 1 2 1 2( , , , )p p   , полученного сдвигом СЛД– на 

1r  отсчетов вниз и на 2r  отсчетов вправо, обо-

значим как 1 2 1 2

1 2

( , , , )
, 1 2( , )p p

N NS r r  : 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

( , , , )
, 1 2

1 2

1 1
( ) ( )

1 1 2 2
0 0

1
( , )

[( ),( )] ,

p p
N N

N N
p n p n

N N
n n

S r r
N N

x n r n r W W

 

 
 

 

 


     
 

   (10) 

где 1 0,1, 2...r  ; 2 0,1, 2...r  . 
При значениях сдвигов 1 0r   и 2 0r   в фор-

муле (10) получим выражение, определяющее 
значение бина 2D ДПФ-ВП на пространствен-
ной частоте 1 2 1 2( , , , )p p    сигнала 1 2( , )x n n  при 
нулевом сдвиге: 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

( , , , )
,

1 1
( ) ( )

1 2
0 01 2

(0,0)

1
( , ) ,

p p
N N

N N
p n p n

N N
n n

S

x n n W W
N N

 

 
 

 



  
    (11)

 

а задав в формуле (10) сдвиги 1 1r   и 2 1r  , по-
лучим выражение, определяющее значение бина 

2D ДПФ-ВП на пространственной частоте 

1 2 1 2( , , , )p p    сигнала 1 2( , )x n n  при единичном 
сдвиге СЛД–: 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2 1 2 2 2

1 2

1 2

( , , , )
,

1 2

1 1
( ) ( )

1 2
0 0

1
(1,1)

[( 1),( 1)] .

p p
N N

N N
p n p n

N N
n n

S
N N

x n n W W

 

 
 

 

 


     

(12)
 

Положив 2 2( 1) ,n g   преобразуем выраже-
ние (12) к виду 

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2

1 2

1 2

( , , , )
,

1 2

1 2
( ) ( ) ( 1)

1 2
0 1

1
(1,1)

[( 1), ] .

p p
N N

N N
p n p g

N N
n g

S
N N

x n g W W

 

 
   

 

 


      (13)

 

Используя свойство разделимости ядра 2D 
ДПФ-ВП, представим соотношение в следую-
щем виде: 

 

1 2

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2

2 2

1 2
( , , , ) ( ) ( ) ( )

, 1 2
0 11 2

1 1
(1,1) [( 1), )] .

N N
p p p n p g p

N N N N N
n g

S W x n g W W
N N

 
      

 

   
         

            (14) 

Преобразуем выражение в фигурных скобках 
соотношения (14), изменив пределы суммиро-
вания и введя обозначение 1 2 2

2

( ,( )) (0)n p
NS   для ре-

зультата на частоте 2 2( )p    одномерного па-
раметрического ДПФ (ДПФ-П) при нулевом 
сдвиге: 

 

2

2 2 2 2 2

2 2

2

2
( ) ( )

1 2
12

1
[( 1), )]

N
p g p

N N
g

x n g W W
N


   



   
2 2 2

2 2 2 2

2

2

( ) 1
( )

1 2
02

[( 1), )]
p N

N p g
N

g

W
x n g W

N

  
 



  
    

  
  

2 2 2 2 2

2 2

( ) 0 ( )
1 1 2[( 1),0] [( 1), )]p p N

N Nx n W x n N W     
       
  

 

2 2 1 2 2

2 2

( ) ( ,( ))
1 1 2

2

1
(0) [( 1),0] [( 1), ] .p n p

N NW S x n x n N
N

     
      

   
                        (15) 

С учетом (15) выражение (14) преобразуется к виду: 

1

1 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2 2

2

1
( , , , ) ( ) ( ) ( ,( ))

, 1 1 2
01 2

1 1
(1,1) (0) [( 1),0] [( 1), ] .

N
p p p n p n p

N N N N N
n

S W W S x n x n N
N N


     



     
             

  

(16) 

Введем обозначение 1 2 2

2

( ,( )) (1)n p
NS   для резуль-

тата одномерного ДПФ-П на частоте 2 2( )p    

при единичном сдвиге, который, как несложно 
установить, равен: 

 

1 2 2 2 2 1 2 2

2 2 2

( ,( )) ( ) (( 1),( ))
1 1 2

2

1
(1) (1) [( 1),0] [( 1), ] ;n p p n p

N N NS W S x n x n N
N

       
      

   
 1 10, 2n N  .  (17) 
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4 Под выходом алгоритма на рабочий режим будем понимать вычисление бина 1 2 1 2

1 2

( , , , )
, (0,0)p p

N NS   . 

Значение 1 2 2

2

(( 1),( )) (1)N p
NS    может быть полу-

чено матричным умножением соответствующе-
го столбца матрицы 

2 2 2

(1)
,N N F  на 1( 1)N   строку 

матрицы 
1 2N NX , полученную в результате еди-

ничного сдвига СЛД–. 
Соотношениями (16) и (17) определен метод 

быстрой диагональной скользящей пространст-
венно-частотной обработки финитных двумер-
ных действительных дискретных сигналов на 
основе дискретного преобразования Фурье 
с варьируемыми параметрами. 

Эффективность алгоритма, реализующего 
метод быстрой диагональной скользящей 
пространственно-частотной обработки 
финитных двумерных действительных 

дискретных сигналов на основе  
дискретного преобразования Фурье  
с варьируемыми параметрами 
Обозначим алгоритмом A  стандартный ал-

горитм скользящей пространственно-частотной 
обработки, а алгоритмом B  обозначим алго-
ритм, реализующий метод быстрой диагональ-
ной скользящей пространственно-частотной об-
работки финитных двумерных действительных 
дискретных сигналов на основе дискретного 
преобразования Фурье с варьируемыми пара-
метрами. 

При сравнении алгоритма A  с алгоритмом 
B  в качестве критерия используем относитель-
ную экономию вычислений: 

 

число операций в алгоритме число операций в алгоритме
γ 100%

число операций в алгоритме

А B

А


  .                  (18) 

Сравнение алгоритма A  с алгоритмом B  
проведем после их выхода на рабочий режим4.  

Несложно установить, что для вычисления 
бина 1 2 1 2

1 2

( , , , )
, (1,1)p p

N NS    алгоритмом A  необходимо 

выполнить 1 24 ( 1)N N    действительных ум-

ножений и 1 2 14 2 ( 1)N N N      действитель-

ных сложений, а алгоритмом B  – 

2 14 ( 2 1)N N     действительных умножений  

и 1 22 (5 2 3)N N      действительных сложений. 
На рис. 2 и 3 приведены результаты сравне-

ния алгоритмов A  и B  по критерию (18). 
 

 
Рис. 2. Относительная экономия умножений  
в алгоритме B  в сравнении с алгоритмом A  

Fig. 2. Relative economy of multiplications  
in the algorithm in comparison with the algorithm 

 
Рис. 3. Относительная экономия умножений и сло-
жений в алгоритме B  в сравнении с алгоритмом A  
Fig. 3. Relative economy of multiplications and addi-

tions in the algorithm in comparison with the algorithm 
 
Заключение 
В рамках создания обобщенной теории Фу-

рье-обработки финитных сигналов авторами 
предложены две теории: теория одномерного 
спектрального анализа дискретных сигналов на 
конечных интервалах в базисах параметриче-
ских экспоненциальных функций и теория дву-
мерной цифровой обработки сигналов в базисах 
Фурье с варьируемыми параметрами. 

Введен новый метод обработки финитных 
двумерных действительных дискретных сигна-
лов в пространственно-частотной области на 
основе дискретного преобразования Фурье 
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с варьируемыми параметрами – метод скользя-
щей пространственно-частотной обработки. 

Разработан эффективный метод и алгоритм 
быстрой диагональной скользящей пространст-
венно-частотной обработки финитных двумер-
ных действительных дискретных сигналов на 
основе дискретного преобразования Фурье 
с варьируемыми параметрами. 
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Sliding Space-Frequency Processing of Finite Two-Dimensional Real Discrete Signals Based on the Fourier 
Transform with Variable Parameters 

 
A. V. Ponomarev, PhD in Economics, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 
O. V. Ponomareva, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 
 
In the field of Fourier processing of finite signals, three main directions of scientific research have been identified: 

Fourier processing of one-dimensional finite signals - processing of scalar functions of a scalar argument, Fourier 
processing of two-dimensional finite signals - processing of scalar functions of a vector argument, multichannel Fou-
rier processing - processing of vector functions of a scalar argument. As part of the creation of a generalized theory  
of Fourier processing of finite signals, the authors proposed: the theory of spectral analysis of discrete signals at fi-
nite intervals in the bases of parametric exponential functions and the theory of two-dimensional digital signal proc-
essing in Fourier bases with variable parameters. The developed theories, generalizing the theory of Fourier process-
ing of one-dimensional and two-dimensional signals, are based: on the introduction of new concepts of the shift  
of finite discrete signals in one-dimensional and two-dimensional cases and the introduction of new basic Fourier 
processing systems of discrete signals, which have the properties of multiplicativity, functions in the system.  
The mathematical apparatus of two-dimensional discrete Fourier transform with variable parameters in matrix and 
algebraic form is considered. A new method for processing finite two-dimensional real discrete signals in the spatial-
frequency domain based on the discrete Fourier transform with variable parameters, the method of sliding spatial-
frequency processing, has been introduced. An efficient method and algorithm for fast diagonal sliding spatial-
frequency processing of finite two-dimensional real discrete signals based on the discrete Fourier transform with 
variable parameters has been developed. The estimation of the efficiency and effectiveness of the algorithm of the di-
agonal sliding two-dimensional discrete Fourier transform with variable parameters from the point of view of compu-
tational costs is carried out. As a result of experimental studies on model two-dimensional discrete finite signals,  
the validity, efficiency and reliability of the proposed method of sliding spatial-frequency processing of finite two-
dimensional real discrete signals based on the discrete Fourier transform with variable parameters have been proved. 
A comparison (from the point of view of computational costs) of the developed method of sliding spatial-frequency 
processing of finite two-dimensional real discrete signals based on the discrete Fourier transform with variable pa-
rameters with the standard method of sliding processing of this type of signals is carried out.  

 
Keywords: two-dimensional discrete finite signal, direct two-dimensional discrete Fourier transform with variable 

parameters, reference domain, spatial frequency spectrum, sliding processing. 
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