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Одной из задач исследования операций является задача выбора наилучшего решения из множества воз-

можных альтернатив в условиях неопределенности, когда отсутствуют достоверные данные о ситуации, 
требующей принятия решения. Классические методы математического моделирования ориентированы на 
точечные, числовые оценки, характеризующие результаты возможного выбора. Кроме того, в ситуации су-
щественной неопределенности эти методы не дают однозначных и математически строгих рекомендаций 
по выбору способа решения. Одним из вариантов преодоления указанных ограничений является применение 
аппарата теории нечетких множеств. Предлагается метод нахождения наилучшего решения на множестве 
нечетких элементов оценочной матрицы, когда неопределенности исходных данных представляются нечет-
кими множествами (числами) с различными функциями принадлежности, что позволяет представлять раз-
личный уровень неполноты информации о ситуации, требующей принятия решений. Выбор наилучшего реше-
ния в условиях, когда оценка возможных последствий представлена в форме нечетких множеств, основана 
на применении к этим оценкам преобразования FztoTriangle, которое позволяет получить интегральные зна-
чения для результатов возможных решений по всему множеству условий, характеризующих исследуемую 
ситуацию, в форме эквивалентного нечеткого множества с треугольной функцией принадлежности. Это 
позволяет упростить сравнение нечетких множеств, представляющих возможные решения. Выполнение 
таких преобразований не накладывает ограничений на вид функций принадлежности используемых оценок. 
Итоговым результатом будет получение оценок последствий выбранного решения, а также возможности 
его реализации. Предложенный метод не требует сложных математических преобразований, легко может 
быть реализован программно в качестве компоненты системы поддержки принятия решений. 
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Введение 
Среди задач, относящихся к исследованию 

операций, достаточно большое место занимают 
задачи, которые формулируются как принятие 
решений в условиях неопределенности. Их ос-
новным признаком является то, что рациональ-
ное лицо, заинтересованное в нахождении ре-
шения, по каким-то причинам не располагает 
достоверными данными о вероятностных харак-
теристиках условий принятия решений (состоя-
ниях природы). 

Ситуация, требующая принятия решений 
в условиях неопределенности, может быть пред-
ставлена тройкой: 

{ }G , , ( , ) ,X S L X S=  

где { } : 1iX x i ,M= = − множество возможных 

решений; { } : 1jS s j ,N= = −  множество со-

стояний природы; ( , )  L X S – оценочная матри-
ца, элементы которой – оценки последствий 
возможных решений. 

Методы классической теории основаны на 
так называемом принципе общего знания [1],  
т. е. предполагается полнота множеств X и S, 
а рациональный участник способен задать то-
чечные, числовые значения элементов матрицы 
L(X,S). Такое представление ситуации, требую-
щей принятия решения, является приближенной 
моделью реальности. 

Невозможно объективно доказать полноту 
множеств X и S, в результате возможно возник-
новение какого-то состояния природы, не вклю-
ченного в список, для которого может потребо-
ваться решение, отсутствующее в подготовлен-
ном множестве. В результате возникает 
неопределенность в отношении значений эле-
ментов оценочной матрицы. Кроме того, суще-
ствуют  и другие обстоятельства, которые изна-
чально приводят к неопределенности в опреде-
лении этих элементов [2, 3]. Существенным 
фактором неопределенности являются субъек-
тивные представления лиц, заинтересованных 
в решении задачи (в дальнейшем для краткости 
будем обозначать ЛПР – лицо, принимающее 
решение). Следует отметить, что эти неопреде-
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ленности не являются статистическими, что не 
позволяет корректно использовать для их опи-
сания вероятностно-статистические методы. 
В этих условиях применение аппарата теории 
нечетких множеств в полной мере соответствует 
специфике принятия решений в условиях неоп-
ределенности. 

Постановка задачи  
Наличие нестатистических факторов неопре-

деленности обусловило достаточно большое 
количество исследований по применению аппа-
рата теории нечетких множеств в задачах при-
нятия решений, когда исходные данные могут 
быть представлены в матричной форме, а эле-
менты оценочной матрицы рассматриваются как 
нечеткие. В то же время необходимо отметить, 
что эти исследования в большинстве случаев 
рассматривают антагонистические или бимат-
ричные игры [4, 5 и др.] или так называемые 
игры с природой, предполагая известным рас-
пределение вероятностей на пространстве ее 
состояний [6–8 и др.]. 

Несмотря на то, что задача принятия реше-
ний в условиях неопределенности имеет суще-
ственные отличия от антагонистических или 
биматричных игр, отдельные подходы к реше-
нию таких игр могут быть использованы и для 
нахождения наилучшего решения в рассматри-
ваемой задаче, в частности, нахождение 
maxmin-го решения на множестве нечетких эле-
ментов оценочной матрицы. В то же время 
в этих работах функция принадлежности (ФП) 
нечетких данных рассматривается как объект 
различных весьма сложных математических 
преобразований и практически не представлен 
вопрос выбора типа ФП. Следует отметить, что 
вид ФП может ограничивать выбор математиче-
ских преобразований, поэтому метод нахожде-
ния решения, описанный в работах [9, 10], при-
меним только к трапецеидальным нечетким 
числам, в работе [11] – только к треугольным. 
Это означает, что при задании исходных данных 
в нечеткой форме должен использоваться толь-
ко один тип ФП.  

Использование разных вариантов ФП по-
зволяет моделировать различные уровни неоп-
ределенности в оценке исходных данных, 
субъективных предпочтений участников реше-
ния задачи. Например, выбирая в качестве ос-
новного варианта треугольную ФП, большую 
или меньшую степень неопределенности в ис-
ходных данных можно моделировать возведе-
нием ФП в степень, соответственно, α > 1 или  
α < 1 (рис. 1).  
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Рис. 1. Функции принадлежности нечеткого числа:  
1 – треугольная функция; 2 – треугольная функция 
в степени α = 2 (пик); 3 – треугольная функция в сте-
пени α = 1/2 (тент) 
 

Fig. 1. Membership functions of a fuzzy number:  
1 is a triangular function; 2 is a triangular function of 
degree α = 2 (peak); 3-triangular function in degree  
α = 1/2 (tent) 

 
Оценивая степень неопределенности через 

мощность нечеткого множества W по формуле, 
предложенной Де Люка и Термини [12]: 

μ( ),
z Z

W z
∈

=∑                         (1) 

получим результаты, представленные в табл. 1, 
которые подтверждают возможность моделиро-
вания различного уровня неопределенности по-
средством выбора вида ФП. 
 
Таблица 1. Значения мощности для различных 
функций принадлежности 
 

Table 1. Values of power for different membership 
functions 
 

Вид функции  
принадлежности 

Мощность нечеткого мно-
жества W 

Пик (α=2) 8,9 
Треугольник (α=1) 12,8 
Тент ( α=1/2) 14,1 

 
Необходимо отметить, что числовые значе-

ния мощности, приведенные в табл. 1, соответ-
ствуют только функциям принадлежности 
с указанным на рис. 1 диапазоном значений ар-
гумента. В данном случае важны не конкретные 
числовые значения, а то, что они зависят от ви-
да функций принадлежности. 

Другим способом моделирования различных 
уровней неопределенности в исходных данных 
может быть изменение величины отклонения от 
модального значения ФП. Нетрудно увидеть из 
рис. 2, что даже при одном и том же виде ФП 
получим различные значения мощности, рас-
считанные по соотношению (1): W(A) W(B).<   
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Рис. 2. Моделирование изменения неопределенности величиной отклонения от модального значения 

 

Fig. 2. Modeling of the change in uncertainty by the value of deviation from the modal value 
 
Отметим, что, как это следует из рис. 1 и 2, 

оценка уровня неопределенности нечетких оце-
нок по соотношению (1) позволяет учесть влия-
ние как вида ФП, так и величины отклонения от 
модального значения. В общем случае при не-
четко-множественном представлении исходных 
данных могут быть использованы оба метода 
моделирования неопределенности в отдельно-
сти или совместно. 

При моделировании различного уровня не-
определенности, выбирая тот или иной вид ФП, 
необходимо иметь в виду, что алгоритм выпол-
нения необходимых математических преобразо-
ваний будет определяться видом ФП участвую-
щих в преобразовании операндов. От этих  
ограничений в отношении математических пре-
образований свободен метод обобщения Заде, 
но он достаточно сложен в реализации. Поэтому 
возникает потребность в разработке метода на-
хождения решения в условиях неопределенно-
сти при нечетких исходных данных, не завися-
щего от вида их ФП.  

Метод решения 
Исходные данные в нечеткой формализации 

рассматриваемой задачи могут быть представ-
лены в двух вариантах: 1) в виде нечетких чи-
сел; 2) в виде нечетких вербальных утвержде-
ний. Далее будет рассмотрен вариант, когда 
значения оценочной матрицы представлены 
в виде нечетких чисел. 

Неопределенность в проявлении состояний 
природы может быть представлена высказывани-
ем: «возможно, возникнет состояние s1, или s2, 
или… или sN». В оценочной матрице каждая 
строка – это совокупность оценок последствий 
выбранного решения xi при различных состояни-
ях природы sj. Обычной практикой нахождения 
наилучшего решения является вычисление инте-
гральной оценки для каждого возможного реше-
ния по всему множеству состояний природы. 

В случае нечетких исходных данных для по-
лучения интегральной оценки предлагается ис-
пользовать объединение нечетких значений, 
чаще всего формализуемое операцией max [13]. 

К недостаткам такого решения можно отне-
сти: 

– состояния природы – это несовместные со-
бытия, соответственно, результаты, получаемые 
от выбора возможного решения, также будут 
несовместными событиями. Поэтому инте-
гральную оценку, получаемую через объедине-
ние несовместных событий, можно считать не-
достаточно корректной; 

– операция max в случае пересекающихся 
ФП может привести к потере информации [14], 
а также к искажению исходных данных [15]; 

– в результате применения операции max по-
лучаются нечеткие множества с достаточно 
сложными ФП, что создает серьезные трудности 
при сравнении нечетких множеств, необходи-
мом при выборе наилучшего решения. 

В качестве альтернативы для вычисления ин-
тегральной оценки последствия выбранного ре-
шения предлагается использовать преобразова-
ние FztoTriangle, реализованное в достаточно 
давно разработанной фирмой FuziWare нечет-
кой электронной таблице FuziCalc. Результа-
тивность этого преобразования доказана при 
решении антагонистических игр и нечетких игр 
с природой. 

Преобразование FztoTriangle заменяет нечет-
кое множество: 

{ }min maxμ( ) / [ , ] ,AA z z z z= ∈


  

где [zmin,zmax] – область определения нечеткого 
множества min maxμ ( ) μ ( ) 0A Az z= =

 

, с произволь-
ной ФП, эквивалентным нечетким множеством 
с треугольной ФП: 
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min max min maxμ ( ) [ , ],μ ( ) μ ( ) 0E E Ez ,z z z z z∈ = =
  

  
и ( ) ( ),CG CGz E z A=   

где zCG – координата центра тяжести множеств A
и E, соответственно, а max{μ ( )} max{μ ( )}E Az z .=

 

 
Для построения эквивалентного нечеткого 

множества необходимо определить координату 
центра тяжести исходного нечеткого множест-
ва, в качестве которого будут рассматриваться 
все нечеткие оценки i-й строки  оценочной мат-
рицы. В свою очередь эти оценки рассматрива-
ются как множество материальных точек с мас-
сами, равными значениям соответствующих 
функций принадлежности, и координатами 

[ ]min maxi i iz z ,z ,∈ где min maxi iz ,z – границы значений 
i-й строки оценочной матрицы.  

Обозначим ( )ijl L X ,S∈ −  нечеткую оценку 
результата применения i-й стратегии при j-м со-
стоянии природы, μ ( ) 

ijl z −


 ФП нечеткого мно-

жества, формализующего эту оценку ( ,z D∈ где 
D – область определения значений оценочной 
матрицы), 

[ ]{ }min max( ) μ ( ) : 1, 
iji i ilM z z j N ,z z ,z .= = ∈


  Тогда 

координату центра тяжести i-й строки оценоч-
ной матрицы можно представить формулой 

[ ]

[ ]

min max

min max

( )

( )
i i

i i

i
z z ,z

i
i

z z ,z

M z * Z
CG .

M z
∈

∈

=
∑

∑





 

Кроме этих параметров для построения тре-
угольной функции принадлежности эквива-
лентного нечеткого множества необходимо оп-
ределить координату модального значения ФП, 
которое при представлении элементов оценоч-
ной матрицы нечеткими числами равно  

{ }max μ ( ) 1E z .=


 
Координата модального значения определя-

ется из известного соотношения для расчета ко-
ординаты центра тяжести треугольника: 

min max
1 ( ),
3

*
CGz z z z= + +  

где z* – координата модального значения тре-
угольной ФП.   

Тогда *
min max3 ( )CGz z z z .= − +  

При некоторых значениях zimin, zimax может 
получиться, что z*<zimin или z*>zimax, что недо-
пустимо по условиям построения ФП. В этих 
случаях z*=zimin или z*>zimax. 

В результате применения преобразования 
FztoTriangle ко всем строкам (стратегиям) оце-
ночной матрицы будет получен набор эквива-
лентных нечетких множеств с треугольными 
ФП, представляющими нечеткие оценки по-
следствий выбора стратегий из множества воз-
можных. Для выбора наилучшей необходимо 
сравнить эти множества. Поскольку ФП имеют 
треугольный вид, то сравнение будет выпол-
няться более просто, используя, например, ме-
тоды, описанные в [16, 17]. 

Результат численной реализации нечеткой 
модели с использованием преобразования 
FztoTriangle 
Для иллюстрации описанного способа нахо-

ждения наилучшего решения рассмотрим при-
мер, в котором элементы оценочной матрицы 
заданы нечеткими числами с различными функ-
циями принадлежности, которые моделируют 
различный уровень неопределенности нечетких 
оценок (табл. 2). 

 
Таблица 2. Нечеткая платежная матрица 
 

Table 2. Fuzzy payment matrix 
 

 S1 S2 S3 S4 
x1 1 (трапеция) 4 (пик) 5 (пик) 7 (тент) 
x2 3 (пик) 6 (тент) 4 (пик) 5 (пик) 
x3 4 (пик) 6 (тент) 8 (треу-

гольник) 
3 (пик) 

 
В данном случае ЛПР, оценивая ситуацию, 

считает более реализуемыми оценки в середине 
диапазона значений (3, 4, 5), менее реализуе-
мыми оценки, несколько отклоняющиеся от 
средних (6), и еще меньше для крайних оценок 
(1, 8).  

Можно показать, что применение к этой оце-
ночной матрице классических критериев приня-
тия решений, как в четком, так и в нечетком ва-
рианте, не дают однозначного решения. 

Дальнейшее решение задачи будем выпол-
нять в двух вариантах; 

– путем использования преобразования 
FztoTriangle; 

– путем расчета точечных значений нечетких 
множеств [18, 19].  

Такой подход объясняется следующим: во-
первых, совпадение результатов позволит утвер-
ждать, что преобразование FztoTriangle не иска-
жает логику решаемой задачи, во-вторых, со-
гласно методологии теории устойчивости, совпа-
дение результатов, полученных различными и 
независимыми методами свидетельствует об их 
корректности, в данном случае преобразования 
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FztoTriangle. На рис. 3 представлен результат 
преобразования FztoTriangle для стратегии x3. 

На рис. 4 приведены результаты для всех 
возможных стратегий.  

Для выбора наилучшей стратегии необходи-
мо сравнить нечеткие множества (числа)

, 1,iE i M=  (в данном случае M = 3). Поскольку 
ФП пересекаются, то сравнение таких нечетких 
чисел – это отдельная задача [20–22]. В данном 
случае можно использовать метод сравнения, 
предложенный в [23], но он достаточно сложен 
в математическом отношении. 

 

 
Рис. 3. Преобразование FztoTriangle данных стратегии x3 для получения интегральной оценки 

 

Fig. 3. FztoTriangle transformation of x3 strategy data to obtain an integral estimate 
 

 
Рис. 4. Нечеткие, интегральные оценки возможных решений 

 

Fig. 4. Fuzzy estimates of decisions 
 
Для простоты изложения ограничимся про-

цедурой, основанной на интегральной оценке, 
получаемой как произведение координаты цен-
тра тяжести соответствующей ФП и ее значения 
в этой точке: 

Eγ μ ( ),
i ii iE ECG CG=
   Eγ μ ( ),

i ii iE ECG CG=
  

 

где iECG −


 координата центра тяжести ФП не-
четкого множества ,iE μ ( )

i iE ECG −
 

 значение ФП 

нечеткого множества iE  для 
iEz CG .=


  
В рассматриваемом примере (табл. 2) полу-

чены следующие результаты, которые указыва-
ют на предпочтительность решения x3. 

 

Таблица 3. Значения интегральной оценки 
 

Table 3. Values of the integral estimate 
 

 ECG


 ( )E ECGµ
 

 γ 
x1 3,268 0,752 2,459 
x2 5,052 0,804 4,065 
x3 6,07 0,880 5,348 

 
Как уже отмечалось выше, метод точечных 

оценок может быть использован как контроль-
ный для доказательства корректности использо-
вания преобразования FztoTriangle и для нахож-
дения наилучшего решения. Обосновать это 
можно тем, что точечные оценки вычисляются 
для всей совокупности нечетких множеств, пред-
ставляющих последствия некоторого возможно-
го решения, т. е. для всех нечетких оценок i-й 
строки оценочной матрицы непосредственно. 
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Кроме того, на значение точечных оценок влия-
ют положение ФП нечеткого множества в облас-
ти определения, вид ФП, ширина носителя. 

Для расчета на основе α-уровневого разбие-
ния вычисляется среднее значение для элемен-
тов множества уровня α:  

α

α α( ) /
i

i
z E

M E z n
∈

= ∑                     (2) 

для всех αiz E∈ таких, что μ ( ) αiE z .≥


 
Точечная оценка для множеств E : 

maxα

α
max 0

1( ) ( ) α
α

F E M E d= ∫  

для дискретного представления: 

α
αmax min

1( ) ( ) α
α α i

i

iF E M E d .=
− ∑         (3) 

Расчеты по соотношениям (2, 3) дали сле-
дующие результаты F(x1) = 2,66, F(x2) =2,807, 
F(x3) =3,27, (F(xi), i=1, 2, 3 – точечные оценки 
возможных решений), что позволяет говорить 
о предпочтительности выбора стратегии x3. 

В качестве дополнительного контроля были 
рассчитаны точечные оценки нечетких мно-
жеств, полученных в результате преобразова-
ния FztoTriangle 1 2( ) 3,076, ( ) 3,28,F E F E= =   

3( ) 3,709,F E =  которые опять же подтверждают 
предпочтительность стратегии 3 2 1x x x .   Хо-
тя использование точечных оценок позволяет 

установить предпочтительную стратегию, он 
требует значительно больших вычислительных 
затрат, чем использование преобразования 
FztoTriangle 

Вывод о предпочтительности стратегии x3, 
полученный различными и независимыми мето-
дами, позволяет говорить о корректности ис-
пользования преобразования FztoTriangle для 
нахождения наилучшего решения в условиях 
неопределенности, а предложенный метод соот-
ветствует методологии теории устойчивости. 

Интерпретация результата 
Полученные в результате преобразования 

FztoTriangle нечеткие множества 1 2 3E ,E ,E    мож-
но рассматривать как представление возможных 
результатов при выборе той или иной стратегии. 
Вместе с тем вряд ли стоит рассчитывать на 
обязательное получение результата, соответст-
вующего точке максимума ФП нечеткого мно-
жества, соответствующего наилучшей стратегии 
(дефаззификация по максимуму). Более реально 
ожидать результат в некоторой окрестности 
точки максимума, которую можно построить, 
используя операцию клиппирования, позво-
ляющую обрезать ФП на заданном уровне. Если 
использовать в качестве уровня ограничения 
значения μ ( )

i iE ECG
 

, то получим нечеткие мно-
жества с трапецеидальными ФП (рис. 5). Верх-
ние основания трапеций можно интерпретиро-
вать как области возможных результатов при 
использовании соответствующих решений.  

 

 
Рис. 5. Нечеткие оценки возможных результатов выбора стратегий после операции FzClip 

 

Fig. 5. Fuzzy estimates of possible results of strategy selection after the FzClip operation 
 
Заключение 
Предложенная нечеткая модель принятия  

решений за счет представления элементов пла-
тежной матрицы в виде нечетких чисел и исполь-
зования преобразования FztoTriangle позволяет 
отразить неопределенности субъективных пред-
ставлений ЛПР о ситуации принятия решений.  
В отличие от известных, предложенный метод 

нахождения наилучшего решения не накладыва-
ет ограничений на характер функций принад-
лежности нечетких чисел, используемых при 
формировании нечеткой платежной матрицы. 
Кроме того, ЛПР получает не только рекоменда-
ции о выборе наилучшего решения, но и предс-
тавление о непрерывном множестве его резуль-
татов с оценкой возможности их реализации.  
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Fuzzy Model for Decision Support under Uncertainty Based on the «Fztotriangle» Transformation  
 

V. G. Chernov, DSc in Economics, Professor, Vladimir State University named after Alexander and Nikolay  
Stoletovs, Vladimir, Russia 

 

One of the problems of operations research is the problem of choosing the best solution from the set of possible so-
lutions in conditions of uncertainty, when there is no reliable data about the situation requiring a decision. 

Classical methods of mathematical modeling are focused on point, numerical estimates that characterize the re-
sults of possible choice. Moreover, in a situation of significant uncertainty, these methods do not provide unambigu-
ous and mathematically rigorous recommendations for the choice of a solution method.  

One of the options to overcome these limitations is the use of the apparatus of the theory of fuzzy sets. We propose the 
method of finding the best solution on the set of fuzzy elements of the evaluation matrix, when the uncertainties of initial data 
are represented by fuzzy sets (numbers) with different functions of affiliation, which allows you to represent different levels 
of incomplete information about the situation requiring a decision. The choice of the best decision in conditions when the 
assessment of possible consequences is represented in the form of fuzzy sets is based on the application to these assessments 
of FztoTriangle transformation, which allows to obtain integral values for the results of possible decisions on the whole set 
of conditions characterizing the situation under study, in the form of an equivalent fuzzy set with a triangular identity func-
tion. This simplifies the comparison of fuzzy sets representing possible solutions. Performing such transformations does not 
impose restrictions on the type of affiliation functions of the evaluations used. The final result will be estimates of the conse-
quences of the chosen solution, as well as the possibility of its implementation. The proposed method does not require com-
plex mathematical transformations and can be easily implemented in software as a component of decision support system. 
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