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Приведен вывод разных вариантов математических моделей для построения цифровых двойников резо-

наторов твердотельных волновых гироскопов с механическими дефектами. Полученные результаты предна-
значены для сопровождения этапов производственного цикла гироскопов с целью повышения качества выпус-
каемой продукции.  

В качестве базовой выбрана общая механическая модель резонатора в резонансных переменных. В ней для 
учета малых остаточных погрешностей изготовления резонатора введены функции пространственного не-
однородного распределения толщины оболочки, а также плотности и вязкости материала. 

В полученной полной аналитической модели широкополосной динамики резонатора гироскопа использова-
но разложение его деформируемой формы по спектру резонансных форм колебаний. При этом для рассмат-
риваемых резонаторов с малыми остаточными дефектами, сравнимыми с погрешностями конечно-
элементных схем программ моделирования, резонансные моды их цифровых двойников предполагается рас-
считывать численно на осесимметричных моделях резонаторов. А остаточные погрешности изготовленной 
формы учитываются интегрально в аналитических моделях через введение малых параметров разночастот-
ности и разнодобротности. 

Далее из полной модели выделена рабочая модель узкополосной динамики гироскопа, которая приведена 
в разных формах представления в зависимости от удобства решения поставленных задач. При этом исполь-
зованы фиксированные оси систем координат (оси жесткости резонатора, приборные оси измерительного 
устройства и другие), а также подвижные оси, следящие за волновым процессом. 

Чтобы исключить влияние схемной вязкости в численных программах интегрирования, выполнен переход 
от первоначальной записи моделей в быстрых переменных к моделям в медленных переменных.  

Основное применение приведенные математические зависимости и модели могут найти при совершенст-
вовании методик внутрипроизводственного контроля и диагностики дефектов производимых резонаторов. 
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Введение  
В нашей стране все базовые теоретические 

основы анализа волновой динамики волновых 
твердотельных гироскопов (ВТГ  ТВГ) были 
исчерпывающе разработаны к началу этого 
века, а полученные основные результаты мно-
гократно переизданы в монографиях [1–5] 
(и в других похожих). Одновременно были 
сформированы основные научные школы в этой 
области, а продолжение теоретических и прак-
тических исследований сместилось в приклад-
ную область анализа тонкого влияния разных 
факторов и погрешностей. Это видно из много-
численных публикаций в центральных научных 
журналах и в первом десятилетии нашего века 
[6–10 и др.], и во втором десятилетии [11–18 
и др.], и в последние годы [19–25 и др.]. Актив-
ность проводимых исследований по повышению 
точности гироскопов и производственного ин-
тереса к ним в разных технических приложени-
ях подтверждается в том числе неубывающими 
многочисленными выступлениями на междуна-

родной конференции по интегрированным на-
вигационным системам, ежегодно проводимой 
в Санкт-Петербурге. 

В то же время для конкретных производст-
венных нужд не всегда оказывается достаточ-
ным применение приведенных в отмеченной 
технической литературе конечных форм осно-
вополагающих уравнений и итоговых зависимо-
стей, полученных целенаправленно для иссле-
дования разных выделенных там факторов. 
К таким повседневно актуальным задачам мож-
но отнести разработку и совершенствование 
разнообразных методик контроля и диагностики 
дефектов и остаточных погрешностей, сопро-
вождающих реальное производство гироскопов, 
а также для предэксплуатационной настройки 
его рабочих режимов. В таких случаях для учета 
и анализа тонких производственных погрешно-
стей иногда удобнее использовать более ориен-
тированные на реальную конструкцию и не-
сколько отличающиеся по конечной форме 
представления уравнения. Их получение, сис-
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темная увязка с выделением тонких факторов, 
обсуждение и использование для прикладного 
анализа является целью настоящей статьи.  

Материал статьи развивает подход к форми-
рованию механических моделей резонатора 
ТВГ, описанный в более ранней статье автора, 
опубликованной в журнале «Вестник ИжГТУ» 
(№ 3 за 2010 г.). В частности, в представленные 
уравнения колебаний дополнительно введено 
неравномерное пространственное распределе-
ние конструкционной вязкости в материале ре-
зонатора, которое обычно учитывается в отме-
ченных выше публикациях. При этом основные 
полученные результаты статьи согласуются 
с известными и опубликованными в техниче-
ской литературе зависимостями. Однако ис-
пользованная для их получения единая плат-
форма более удобно подходит для формирова-
ния цифровых двойников производимых 
твердотельных волновых гироскопов.  

Приводимые ниже варианты представления 
моделей могут найти применение при совер-
шенствовании тонких процессов контроля, ди-
агностики и настройки характеристик твердо-
тельных волновых гироскопов в производствен-
ном цикле их высокоточного изготовления. Это 
необходимо, во-первых, для уменьшения себе-
стоимости изготовления гироскопов за счет 
укорочения ряда производственных цепочек 
доведения гироскопов до нужных точностей. 
Во-вторых, они могут оказаться полезными при 
перенастройке производства на выпуск новой 
продукции уменьшенных размеров. 

При изложении материала статьи в некоторых 
случаях будут опущены подробные математиче-
ские выкладки и доказательства, которые при же-
лании можно в деталях найти в первой главе кни-
ги автора (Твердотельные волновые гироскопы: 
волновые процессы, управление, системная инте-
грация. Ижевск : Изд-во ИжГТУ, 2018. 264 с.). 

Общая (широкополосная,  
многочастотная) механическая модель  
резонатора гироскопа в резонансных  
переменных  
Резонаторы производимых в настоящее вре-

мя твердотельных волновых гироскопов обычно 
представляют собой почти идеально осесиммет-
ричную тонкую механическую оболочку (квар-
цевую или металлическую) выбранной формы, 
в которой возбуждается стоячая волна. Обычно 
это удобная при технологическом изготовлении 
кварцевая полусфера, закрепленная через ножку 
в вершине на оси z (типа «юбка» с R = const; 
рис. 1), но встречаются и металлические резона-
торы цилиндрической формы. 

 
Рис. 1. Переменные и координаты для модели 

Fig. 1. Variables and coordinates for the model 
 
Общие уравнения механических колебаний 

такого резонатора можно представить в виде: 

 2 W / t2  + 2[  ( W / t )] =  
= [1+( / t)] Ly(R) W + Ф;             (1) 

W(R, t) = U (R, t) u0 + V(R, t) v0 + W(R, t) w0, 

где W = (U, V, W) – вектор упругих деформаций 
с проекциями на единичные векторы u0, v0, w0 
связанной с резонатором системы координат 
(рис. 1); R = (, , R) – сферические координа-
ты, в которых угловая зависимость радиуса  R 
(, ) задается формой резонатора;  – проек-
ция угловой скорости вращения резонатора на 
ось z. 

При этом для упрощения записи в векторе 
абсолютного ускорения (левая часть уравнения) 
оставлены только относительная (отвечает за 
колебательный процесс) и кориолисова (отвеча-
ет за гироскопический эффект) составляющие. 
А в функции Ф(R, t)  (F +) / (h) собраны век-
торы управляющих распределенных нагрузок 
(F), а также возмущающих воздействий и неуч-
тенных малых составляющих абсолютного ус-
корения (). 

Кроме этого, для учета малых остаточных 
погрешностей изготовления резонатора введем 
функции пространственного распределения 
толщины оболочки h(R), плотности (R) и вяз-
кости (R) материала, где R = (, ). В уравне-
нии они учтены в операторе упругих деформа-
ций Ly(R) с использованием распределенной 
модели внутреннего конструкционного демп-
фирования Кельвина – Фойгта. Для этого в опе-
раторе Ly(R) выполнена следующая формальная 
замена модуля Юнга Е на функцию: 

Е  {Е(R) / [(R)h(R)]}  [1 + (R)  ( / t)]. 

Для описания процессов резонансных коле-
баний векторную функцию перемещений  
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W(R, t) разложим по ортонормированным резо-
нансным формам (модам) колебаний W i(R): 

W(R, t) = i  fi (t) W i (R); Ф(R, t) = i Фi (t) W i (R); 

i
2 W i = Ly W i ;  

W i (R) = Ui (R) u0 + Vi (R) v0 + Wi (R) w0, 

где (W i, W j)  W i W j  d
2R = ij; ij – дельта-

символы Кронекера (ij =1 при i = j и ij = 0 при 
i  j); i – резонансные частоты; интегрирова-
ние выполняется по форме оболочки резона-
тора R = (, ). 

При работе с конкретными механическими 
конструкциями резонатора получить теоретиче-
ские формулы представления резонансных мод 
W i = (Ui , Vi , Wi ) оказывается обычно чрезмерно 
трудоемко. Поэтому на практике резонансные 
моды и соответствующие им частоты рассчиты-
вают с помощью программ конечно-элемент-
ного моделирования (например, программы 
ANSYS). Однако учет крайне малых достигае-
мых на производстве гироскопов остаточных 
технологических точностей, которые в конеч-
ном счете и влияют на их точность, не всегда 
удается корректно описать такими конечно-
элементными моделями из-за имеющейся схем-
ной погрешности последних.  

В таких ситуациях приходится идти на сле-
дующий компромисс: резонансные моды рас-
считывать численно на осесимметричных ко-
нечно-элементных моделях резонатора, а оста-
точные погрешности изготовленной формы 
учитывать интегрально в аналитических моделях 
(приводятся далее) через введение малых пара-
метров разночастотности и разнодобротности. 

При таком подходе основной анализ перено-
сится на исследование изменения во времени 
комплексных амплитуд колебаний fi для резо-
нансных мод, которые в общем случае будут 
описываться связанной системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 

22 2Ω Ф ,i ij i i i ij j i
j j

f f f K f              (2)  

где  ii – коэффициенты собственного демпфи-
рования; ij (i  j) – коэффициенты перекрестно-
го демпфирования (появляются в случаях, когда 
оси вязкости не совпадают с осями жесткости); 
Kij (Kii = 0, Kij = – Kji) – постоянные масштабные 
коэффициенты влияния кориолисовых сил, ко-
торые на практике обычно измеряют экспери-
ментально в виде калибровочных функций (так 
как часто наблюдается слабая нелинейная зави-
симость таких коэффициентов от углового по-
ложения рабочей стоячей волны).  

Здесь для теоретических оценок влияния 
формы и параметров резонатора на значения Kij 
можно воспользоваться следующей формулой:   

Kij =  [ sin (WjVi – VjWi ) + cos (UjVi – VjUi )] d 2R. 

Заметим, что в случае отсутствия перекрест-
ного демпфирования (ij = 0, i  j ) диагональ-
ные коэффициенты ii будут представлять собой 
логарифмические декременты затухания соот-
ветствующих резонансных мод. С учетом  
известных формул  = 2 / 2  = 1 / Q через 
них вычисляются модальные добротности:  
Qi = i / 2ii , которые характеризуют отноше-
ние динамического отклика на резонансе к ста-
тическому отклику для соответствующих форм 
резонансных колебаний. 

Так как изготовляемые на производстве ре-
зонаторы имеют очень высокую степень осевой 
симметрии, поэтому в моделях их резонансных 
мод традиционно выделяют гармонические со-
ставляющие по углу  :  

W(R, t) =  m  f m (t) Wm (R);    fm = pm + j qm; 
W m (R)  exp [– j m( –  m )]  

 {Um () u0 + j Vm () v0 + Wm () w0} ; 

W (R, t) = m {[ pm(t) cos  m + qm(t) sin  m ] 
 [Wm () w0 + Um () u0] +  

+ [ pm(t) sin  m – qm(t) cos  m ]  [Vm () v0]}, 

где для краткости записи обозначены:  m  
 m( –  m );  m – углы ориентации соответст-
вующих резонансных осей, причем за начало 
отсчета угла  выбрана приборная ось гироско-
па (одна из осей конструкции его измерительно-
го устройства). 

А из-за того, что резонансное возбуждение 
и измерение создаваемых колебаний формы 
тонкой гибкой полусферы производится по ее 
нижней кромке «сбоку» (рис. 1), поэтому при 
анализе обычно ограничиваются доминирую-
щей составляющей  деформаций вдоль направ-
ления вектора w0: 

Wm ()   Um (), Vm ()  W m ()  Wm () w0; 
W (R, t)  m { pm(t) cos  m +  

+ qm(t) sin  m}  Wm () w0. 

Заметим, что если измерение деформаций 
кромки полусферы выполняется «снизу», тогда 
для измерительного устройства будет иметь до-
минирующее значение направление u0 : 

W m () ~ Um () u0; 
W (R, t) ~ m [pm(t) cos  m +  

+ qm(t) sin  m]  Um () u0. 
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А так как структуры этой и предыдущей за-
висимостей очень похожи, поэтому для опреде-
ленности будем рассматривать более часто ис-
пользуемый предыдущий вариант. 

Тогда после умножения исходных уравнений 
(1) на exp [– jm ( –  m )] и интегрирования по 
полному обороту, уравнения (2) в резонансных 
осях жесткости преобразуются к системе сле-
дующих пар уравнений (для каждого значения 
m = 1, 2, 3, 4…): 

2

2

2 ω 2( Ω ) Ф ,

2 ω 2( Ω ) Ф .

m pm m pm m pqm m m pm

m qm m qm m qpm m m qm

p p p K q

q q q K p

      

      

  

  
 

                      (3)   

При этом наблюдаемая емкостными датчи-
ками функция деформации области нижней 
кромки резонатора на каждой из резонансных 
частот будет характеризоваться следующими 
своими составляющими: 

(θ, ) ( ) cos (θ θ ) ( ) sin (θ θ ).m m m m mW t p t m q t m      
 

В уравнениях (3) учтена наблюдаемая на 
практике обычно очень малая разночастотность 
(малое отличие pm  qm), которая может вызы-
ваться оставшимися угловыми дефектами (), 
h() и Е(). Также учтен не менее важный фак-
тор – остаточная разнодобротность резонатора. 
Последняя проявляется в отличии логарифми-
ческих декрементов затухания pm   qm по осям 
жесткости резонатора, что с учетом зависимо-
сти 2 =  /Q может вызываться как отличаю-
щимися резонансными частотами , так и отли-
чающимися добротностями Q. 

Кроме этого, во встречающихся на практике 
случаях углового разворота осей добротности 
относительно осей жесткости (из-за независи-
мой специфики распределения микротрещин 
в материале резонатора, а также из-за особенно-
стей закрепления его ножки для плохо сбаланси-
рованных резонаторов) могут проявиться и ма-
лые коэффициенты pqm  qpm  перекрестного 
демпфирования. Их значения можно вычислить 
после разложения угловой зависимости функции 
() в гармонический ряд Фурье с учетом мало-
сти нелинейных коэффициентов m / 0   1:  

() = 0 + 2m m cos m( –  m ) = 
= 0  + 2m m cos m( –  m –  m ) = 
= 0 + 2m m  [cos m  m  cos  m +  

+  sin m  m  sin  m ] , 

где   m   m –  m;  m – углы  ориентации 
соответствующих осей вязкости (добротности); 
 m  m( –  m). 

В целом, выписанная модель (3) ориентиро-
вана на независимость колебаний разных мод 
с отличающимися номерами m. В то же время, 
если выбрать более общую угловую зависи-
мость функции вязкости (, ), то может про-
явиться и перекрестное демпфирование между 
разными резонансными парами (с разными но-
мерами m). Кроме этого, очень слабая связан-
ность разных мод колебаний с отличающимися 
номерами m может возникнуть из-за отличия их 
форм от идеальных гармонических функций по 
углу  (см. (2)). 

Также заметим, что по своему определению 
собственные моды колебаний резонатора рас-
считываются при отсутствии демпфирования. 
И при отсутствии перекрестного демпфирова-
ния (pqm = qpm  = 0) для неподвижного резона-
тора ( = 0) уравнения (3) будут взаимно незави-
симы. Однако при наличии углового расхожде-
ния осей жесткости и добротности будем иметь 
уже ненулевые коэффициенты перекрестного 
демпфирования и вытекающую отсюда связан-
ность резонансных колебаний. А их автоном-
ность будет возникать только в моменты прохо-
ждения рабочей стоячей волной углового поло-
жения соответствующей моды (когда pm(t)  0 
или qm(t)  0).   

Рабочая (узкополосная, одночастотная) 
механическая модель резонатора  
гироскопа в резонансных переменных  
В выпускаемых в настоящее время промыш-

ленностью твердотельных волновых гироскопах 
рабочими резонансными модами традиционно 
выбирают две формы собственных колебаний 
упругой оболочки с почти совпадающими часто-
тами, соответствующие по углу  вторым гармо-
никам (m = 2). При этом для исключения воз-
буждения других резонансных мод применяют 
эффективную частотную фильтрацию в кана-
лах измерения и в контурах управления волно-
выми процессами. В результате из системы 
уравнений (2) в узкополосной модели остаются 
только следующие два уравнения (индекс m = 2 
везде в дальнейшем для упрощения записи бу-
дем опускать):  

2

2

2 2( Ω ) Ф ,

2 2( Ω ) Ф .
p p pq p

q q qp q

p p p K q

q q q K p

       

       

  
  

 (4) 

В них значение масштабного коэффициента 
K обычно можно предварительно оценить (его 
значение расположено вблизи величины 0,6). 
Далее при предэксплуатационной калибровке 
каждого изготовленного гироскопа значения K 
уточняют в специальном эксперименте с парал-
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лельным выявлением слабой угловой зависимо-
сти K().  

При этом деформации рабочей кромки резо-
натора и распределение управляющего воздей-
ствия описываются следующими функциями: 

ω ω

ω ω

(θ, ) ( ) cos2(θ θ ) ( ) sin2(θ θ ),

Ф(θ, ) Ф ( ) cos2(θ θ ) Ф ( ) sin2(θ θ ).p q

W t p t q t

t t t

     
     

                                   

(5) 
Приведенные уравнения (4), (5) выберем в ка-

честве базовой механической модели колебаний 
резонатора в резонансных переменных.  

Уточним в ней параметрические зависимости 
для коэффициентов демпфирования, используя 
разложение () и обозначение    – . 
После подстановки (5) в уравнение (1) и интег-
рирования по полному обороту, ненулевой 
вклад дадут только постоянная составляющая 
и четвертая угловая гармоника: 

 () = 0  + 2   cos 4( –   –  ) = 
= 0  + 2   [cos 4  cos 4( –  ) +  

+ sin 4  sin 4( –  )]. 

Тогда с учетом использованного обозначения 
2 =   2  имеем: 

2p  = (0 +    cos 4 ) р2 ;  
2pq =    sin 4   q

2 ; 
2q  = (0  –    cos 4) q

2 ;  
2qp =    sin 4    р2,    

где для частного случая изотропного резонатора:  

 = 0   pq = qp = 0,  
2p  = 0 р

2,   2q  = 0 q
2, 

а при совпадении осей жесткости и добротности 
анизотропного резонатора: 

 = 0      pq = qp = 0,     
2p  = (0 +  ) р2,  2q  = (0 –  ) q

2. 

Перейдем с учетом (6) к средним значениям 
параметров (, ) и малым отклонениям от них 
(знаки ,   могут быть произвольными): 

2  (p
2 +q

2)/2,    (p +q)/2 = 0 2/2, 
2  (p

2 – q
2)/2 = (p – q) (p + q) /2;  
   /0, 

s  ( pq + qp )/2 =   sin 4,  
c  (p – q )/2 =   cos 4 

и будем принимать   ( pq –  qp ) / 2 =  
= –  2 sin 4( –  ) / 2  0. 

В таких коэффициентах уравнения (4) преоб-
разуются в следующие: 

2 2
μ μ

2 2
μ μ

2( Δ ) 2Δ (ω Δω ) 2Ω Ф ,

2( Δ ) 2Δ (ω Δω ) 2Ω Ф .

c s p

c s q

p p q p Kq

q q p q Kp

         

         

   

   
 

                       (7) 
Важно отметить, что при физической интер-

претации наблюдаемых (измеряемых) волновых 
процессов модель (4) не всегда удобна. Особен-
но это относится к выпускаемым резонаторам 
с малой остаточной разночастотностью рабочих 
резонансных колебаний (когда оси жесткости 
почти вырождаются или могут терять свою по-
зиционную устойчивость под воздействием сла-
бо изменяемых факторов). В этих случаях на-
глядность модели в резонансных переменных 
теряется, так как угол  (t) может стать непред-
сказуемой функцией (изменяющейся под дейст-
вием температуры или включенного контура 
управления дополнительно создаваемой элек-
трической пружины). 

Поэтому далее получим более удобные для 
использования другие формы модели с привяз-
кой к конкретным фиксированным приборным 
и другим осям координат или же с лучшей на-
глядностью описывающие волновые процессы 
в резонаторе гироскопа.  

Преобразование уравнений колебаний  
резонатора гироскопа для наблюдения  
в новых фиксированных осях  
Сначала выпишем вспомогательную общую 

модель в выбранных зафиксированных непод-
вижных осях (X, Y), которые в общем случае 
развернуты относительно приборных осей (C, S) 
на угол х :  

X(t) = C(t) cos 2х + S(t) sin 2х, 
Y(t) = – C(t) sin 2х + S(t) cos 2х.     

При этом будем иметь следующую взаимную 
связь осей (X, Y) с резонансными осями (p, q) 
через разворот на удвоенный угол x  2(x –  ):  

X(t) = p(t) cos x + q(t) sin x,   
Y(t) = – p(t) sin x + q(t) cos x. 

В качестве выбираемых осей (X,Y) в зависи-
мости от решаемой задачи особый интерес 
представляют следующие четыре варианта:  

1. Оси жесткости резонатора: x = , (X, Y) = 
(p, q). Они удобны для случаев значительной 
разночастотности, когда их угловое положение 
стабильно. 

2. Приборные оси измерительного устройст-
ва, в которых непосредственно наблюдаются 
колебательные процессы: x = 0, (X, Y) = (C, S). 
Они удобны для случаев малой остаточной раз-
ночастотности, когда угловое положение осей 
жесткости может изменяться при эксплуатации. 

(6)

(8)
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3. Вспомогательные, временно зафиксиро-
ванные по углу оси стоячих волн: x  А ,  
(X, Y)  (А, В), дискретно отслеживающие поло-
жение рабочей стоячей волны. Их можно ис-
пользовать для случаев  = 0 при заморожен-
ном (или очень малом) угловом дрейфе рабочей 
стоячей волны. Также они могут быть удобны 
для наглядного физического объяснения 
свойств волновых процессов. В этих осях будет 
приближенно наблюдаться временная ортого-
нальность колебаний рабочей и квадратурной 
стоячих волн, а их разность амплитуд будет 
почти максимальна. 

4. Приборные оси двухканального управле-
ния волновыми процессами. Этот вариант мо-
жет стать удобным для анализа специального 
режима возбуждения рабочего волнового про-
цесса в резонаторе с помощью двух крестооб-
разно расположенных четверок электродов 
в восьмиэлектродной схеме управления резо-
нансными колебаниями. 

Для записи в новых переменных (X, Y) ум-
ножим (7) последовательно на cos x и sin x, 
взаимно сложим и вычтем. Дополнительно уч-
тем: 

p = X cos x – Y sin x, q = X sin x + Y cos x   
 p cos x + q sin x = X, p cos x – q sin x =  

= X cos 2x – Y sin 2x , 
p sin x + q cos x =  

= X sin 2x + Y cos 2x, – p sin x + q cos x  = Y. 

В итоге вместо (5), (7) после преобразований 
получим: 

2 2

2 2

2 ω 2Ω Ф Δω 2Δ ,

2 ω 2Ω Ф Δω 2Δ ;

х х x ху ху

у у y ху xy

X X X KY Y Y

Y Y Y KX Х X

       

       

   

   
 

                           (9) 

(θ, ) ( ) cos2(θ θ ) ( ) sin2(θ θ ),

Ф(θ, ) Ф ( ) cos2(θ θ ) Ф ( ) sin2(θ θ ),
х х

х х у х

W t Х t Y t

t t t

     
     

 

где x  2(x – ) и имеем следующие зависи-
мости: 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

cos 2 cos sin ,

cos2 sin cos ,

sin 2 ;

cos 2 sin 2

[1 cos4( )],

2 ,

sin 2 cos2

sin 4( ).

х x p x q x

y x p x q x

ху x

х c x s x

x

y х

ху c x s x

x

 



 



          

          

   

        

      

   

       

    

 

 (10) 

В этой модели изменение углового положе-
ния осей жесткости (угла (t)) можно учиты-
вать только через изменение коэффициентов 
(10), не требуя пересчета волнового процесса 
(4), (5) в новые резонансные оси. 

Также заметим, что погрешность записи мо-
делей (4), (9) может слабо зависеть от погрешно-
сти «чистоты» вторых угловых гармоник в резо-
нансных модах колебаний, то есть от погрешно-
сти представления (5). А процесс вывода (9), (10) 
можно было бы упростить с использованием 
комплексных переменных для описания гармо-
нических по углу функций. Однако примененное 
здесь непосредственное преобразование модаль-
ных резонансных колебаний имеет большую на-
глядность с точки зрения понимания используе-
мых физических проекций переменных. 

Переход к медленным переменным  
в модели динамики резонатора гироскопа, 
записанной для фиксированных  
осей координат  
Современные резонаторы твердотельных 

волновых гироскопов имеют очень высокую 
добротность (порядка 106 и выше). В этом слу-
чае при непосредственном численном интегри-
ровании уравнений (9) появляющееся «схемное 
демпфирование» может стать сравнимым со 
сверхмалым конструкционным демпфировани-
ем. Поэтому при построении моделей динамики 
резонаторов традиционно переходят к механи-
ческим моделям в медленных переменных (их 
будем обозначать нижним индексом «0»).  

В нашем случае выполним следующую при-
ближенную замену, выделяя высокочастотные 
колебания на средней резонансной частоте : 

0

0 0

2
0 0 0

2
0 0

0

2
0 0

( ) ( )exp[ ω ],

( ω ) exp[ ] ;

( 2 ω )exp[ ω ]

(2 ω )exp[ ω ];

( )= ( )exp[ ω ],

ω ; (2 ω ω )exp[ ].

X t X t j t

X X j X j t j X

X X j X X j t

j X X j t

Y t Y t j t

Y j Y Y j Y Y j t

 

      

     

    


      

 
  



  

 

Подставляя их в (9), запишем уравнения из-
менения медленных переменных (огибающих 
амплитуд): 

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

( δω ) Ω

Ф /2ω ( δω Δ ) ,

( δω ) Ω

Ф /2ω ( δω Δ ) ,

х c

x s ху

y c

y s ху

X j X KY

j j Y

Y j Y KX

j j X

    
     

    

     



        (11) 

где Фх(t) = Фх0(t) exp [–jt], Фу(t) = Фу0(t) exp [–jt]. (10)
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2 2 2 2δω ω(Δω /ω )cos2Ψ /2,δω ω(Δω /ω )sin2Ψ /2.с x s x   
Выделим в комплексных амплитудах дейст-

вительные и мнимые составляющие: 

Х0 =Хc + jХs ,  Y0 =Yc + jYs ;   
Фх0 / 2 = Фхc + jФхs ,  Фу0 / 2 = Фуc + jФуs , 

где Х(t) = Хc(t) cos t + Хs(t) sin t;  Фх(t)/2 = 
= Фхc(t) cos t + Фxs(t) sin t; Y(t) = Yc(t) cos t + 
+ Ys(t) sin t; Фу(t)/2 = Фуc(t) cos t + Фуs(t) sin t.   

Тогда, разделяя в (11) действительные и мни-
мые части, будем иметь: 

δω Ω Ф Δ δω ,

δω Ω Ф Δ δω ;

δω Ω Ф Δ δω ,

δω Ω Ф Δ δω .

c х c c s c xs ху c s s

s х s c c s xc ху s s c

c y c c s c ys ху c s s

s y s c c s yc ху s s c

X X X KY Y Y

X X X KY Y Y

Y Y Y KX X X

Y Y Y KX X X

       

        

       

        









 

                              (12) 

Для записи модели (12) в приборных или ре-
зонансных осях следует воспользоваться зави-
симостями, вытекающими из единого представ-
ления функции деформации в таких осях:    

W(,t) = Х(t) cos 2( – х) + Y(t) sin 2( – х) = 

= C(t) cos 2 + S(t) sin 2 = 

= p(t) cos 2( – ) + q(t) sin 2( – ). 

Как уже ранее отмечалось, если угловое по-
ложение осей жесткости стабильно, тогда удоб-
но выбирать модель в резонансных осях, пола-
гая: (X, Y) = (p, q), x = . Она наиболее подхо-
дит для численного моделирования колебаний 
резонатора, так как непосредственно объединя-
ется с конечно-элементной моделью его резо-
нансных пространственных мод колебаний.  

В свою очередь, при преимущественной ра-
боте с измерительными сигналами лучше рабо-
тать в приборных осях, принимая: (X, Y) = (C, S),  
x = 0. 

А при анализе контуров управления непод-
вижным резонатором (при  = 0) иногда можно 
приближенно полагать: (X, Y)  (А, В), x  А. 
Здесь различие амплитуд стоячих волн достига-
ет максимума, причем они становятся хорошо 
различимы из-за своей временной ортогональ-
ности. В то же время для случая подвижного 
основания следует использовать несколько мо-
дифицированные уравнения, которые приведем 
в следующем пункте. 

В целом, выписанные уравнения (12) из-за 
линейности своей структуры наиболее удобны 
для численного моделирования волновых про-
цессов в резонаторе с учетом синтеза контуров 

управления ими. При этом медленные перемен-
ные (огибающие высокочастотных колебаний) 
не сложно наблюдать, используя стандартные 
процедуры обработки измерительных сигналов. 

Однако эти уравнения имеют плохую на-
глядность при физической интерпретации вол-
новых процессов. Поэтому на практике их  
желательно дополнять переходом к традицион-
ному для колебательных процессов амплитуд-
но-фазовому представлению переменных со-
стояния и управления: 

Х(t) = аХ cos (t - Х ), Х0 = aХ exp [jХ ] ; 
Y(t) = aY cos (t -  Y ), Y0 = aY exp [jY ] ; 

Фх(t) / 2  = аФх cos (t –  Фх ),   
Фх0 / 2 = aФх exp [ jФх]; 

Фу(t) / 2 = aФу cos (t – Фу),  
Фу0 / 2 = aФу exp [ jФу ], 

используя для этого известные связи этих двух 
представлений; 

Хc = aХ cos Х , Хs = aХ sin Х ;  

Yc = aY cos Y ,   Y s = aY sin Y , 

а также аX
2 = Xc

2 + Xs
2 ,   аY

2 = Yc
2 + Ys

2;  

tg Х = Хs / Хc , tg Y  = Y s / Y c; 

аXаY sin (X – Y) = Xs Yc – Xc Ys;  

аXаY cos (X  – Y)= Xc Yc + Xs Ys. 

В свою очередь, при теоретическом парамет-
рическом анализе волновых процессов в резона-
торе гироскопа удобнее сразу использовать ам-
плитудно-фазовое представление модели (11). 
В этом случае после разделения действительных 
и мнимых частей будем иметь: 

Ф

cos( )

sin( ) [ cos( )

sin( )] ,

cos( )

sin( ) [ cos( )

sin( )] ,

( ) sin( )

cos( ) [

X х X X Y Y

х Фх X ху X Y

s X Y Y

Y y Y X Y X

Фy Фy Y ху X Y

s X Y X

X c X X Y Y

Фх Фх X

a a K a

a

a

a a K a

a

a

a K a

a

       

        

   

        

        

    

          
      







Ф

sin( )

cos( )] ,

( ) sin( )

cos( ) [ sin( )

cos( )] ,

ху X Y

s X Y Y

Y c Y X Y X

y Фy Y ху X Y

s X Y X

a

a K a

a

a

    

    

         

          

   



   (13) 

где с учетом ранее введенных обозначений ко-
эффициентов: 
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2 2
ω

2 2
ω

, μ

μ

δω ω(Δω /ω )cos4(θ θ )/2,

δω ω(Δω /ω )sin4(θ θ )/2;

[1 δμcos4(θ θ )],

Δ δμsin4(θ θ ).

с x

s x

х у x

ху x

 

 

    

   

 

На практике такая модель будет удобна при 
обработке внутренних измерительных сигналов 
(X, Y) = (C, S), x = 0, так как проясняет их ам-
плитудно-фазовые внутренние структуры. 

В то же время для формирования выходных 
измерительных сигналов гироскопов обычно ра-
ботают с ортогональными по времени и в про-
странстве результирующими стоячими волнами 
(X, Y)  (А, В), x  А . Для перехода к ним с уче-
том изменяемости углового положения А(t) тре-
буется несколько подправить вывод уравнений 
типа (13), чему посвящен следующий пункт. 

Переход к медленным переменным  
в следящей подвижной системы координат 
для получения модели динамики  
стоячих волн  
Напомним, что основным выходным измери-

тельным сигналом интегрирующих твердотель-
ных волновых гироскопов является угловое по-
ложение А(t) рабочей стоячей волны (т. к. име-
ет место пропорциональность его изменения 
углу поворота основания гироскопа). В свою 
очередь, рабочая стоячая волна создается син-
фазным возбуждением резонансных мод (p, q). 
В случаях даже малого нарушения их синфазно-
сти создаваемый колебательный процесс визу-
ально разлагается на две одновременно ортого-
нальные по углу и во времени стоячие волны: 
рабочую с комплексной амплитудой Аt и квад-
ратурную – с почти незаметной комплексной 
амплитудой Вt. Из них рабочая стоячая волна 
создается наилучшей синхронизацией резо-
нансных мод, а квадратурная волна появляется 
из-за ошибок синхронизации:  

W  А cos 2( – А) + В sin 2( – А).     (14) 

A = p cos  + q sin , 

B = – p sin  + q cos ; 

  2(A –  ); 

где А(t) = А0(t) exp [–jt] = aА(t) exp [j(А – t) ]; 
aВ / aА  0; В(t) = В0(t) exp [–jt] = aВ(t)  
 exp [ j(В –- t) ];  А – В = ±/2. 

Так как всегда имеет место временная орто-
гональность стоячих волн (А – В = ±/2), по-
этому перейдем в уравнениях состояния (13) от 
переменных (aХ, aY, Х , Y) к переменным {aА(t),  
aВ(t), А(t), A(t)}. Кроме этого, требуется допол-
нительный учет скорости изменения угла А(t): 

0 0 0 0

0 0 0 0

cosψ sinψ ψ ,

sinψ cosψ ψ .

р q А B

р q B A

  

   

  
  

 

В результате уравнения (11) преобразуются 
к следующим: 

0 0 0

0 0

0 0 0

0 0

( ) ( 2 )

/ 2 ( ) ,

( ) ( 2 )

/ 2 ( ) ,

х c А

А s ху

y c А

В s ху

А j А K В

jФ j В

В j В K А

jФ j А

        
      

        

      

 

  (15) 

а уравнения (13) с учетом cos (А – В ) = 0 при-
мут вид: 

sin( ) ,

sin( ) ,

( ) ( 2 )

cos( ) ,

( ) ( 2 )

cos( ) .

А А А ФА ФА А s AB B

B B B ФB ФB B s AB A

A c A А AB B

ФA ФA A ху AB B

A c B А AB A

ФB ФB B ху AB A

a a a Sgn a

a a a Sgn a

a K Sgn a

a Sgn a

a K Sgn a

a Sgn a

        
        

         

       

         
       








 

Здесь будем иметь уже зависящие от време-
ни параметры (через А(t)):  

2 2
ω

2 2
w

, μ

μ

ω(Δω /ω )cos4(θ θ )/2,

δω ω(Δω /ω )sin4(θ q ) / 2;

[1±δμcos4(θ θ )],

Δ δμsin4(θ θ ),

с A

s A

A B A

ху A

  

 

   

   

 

а введенный знак SgnАВ  sin (А – В) = 1 ва-
жен для организации контура подавления квад-
ратурной волны.  

В первом из приведенных уравнений для эф-
фективного управления амплитудой рабочей 
стоячей волны обычно принимают: 

ФА /2 – (ФА – А )  0. 

При этом во втором уравнении для варианта 
одноканальной (одноэлектродной) системы па-
раметрического возбуждения в идеальном слу-
чае следует полагать: аФВ  0. А для варианта 
двухканальной системы возбуждения резонато-
ра с целью повышения эффективности погаше-
ния амплитуды квадратурной волны следует 
аналогично выбрать фазу управления: 

ФВ /2 – (ФВ – В )  0.     

С учетом сказанного в дальнейшем будем 
полагать: 

cos (ФА – А ) = sin ФА  ФА ;  
 cos (ФВ – В )  ФВ ; 

sin (ФА – А ) = cos ФА  1 – ФА
2/2   1,  

sin (ФВ – В )  1. 
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Кроме этого, для удобства записи формул 
разрешим произвольные знаки амплитуды квад-
ратурной волны: 

: ; : .В AB B ФВ AB ФBa Sgn a a Sgn a     

В итоге будем иметь более простую запись 
модели: 

Ф

Ф

δω ,

δω .
А А А А s B

B B B B s A

a a a a

a a a a

    

    




            (16) 

Ф Ф

Ф Ф

( ) ( 2 ) ,

( ) ( 2 ) .

A c A А ху B A A

A c B А ху A B B

a K a a

a K a a

            

            

 
 

 

Входящие сюда амплитудно-фазовые пере-
менные можно связать с амплитудами и фазами 
сигналов в выбранных неподвижных осях (X,Y) 
через использование (14). Выпишем некоторые 
из таких связей: 

аА
2 + аВ

2 = аX
2 + аY

2;  аАаВ = аXаY sin (X  – Y); 
(аА

2 – аВ
2) cos 4(A – X ) = аX

2 – аY
2; 

(аА
2 – аВ

2) sin 4(A – X ) / 2 = аXаY cos (X  – Y ); 
tg 4(A – X ) = 2аXаY cos (X – Y ) / (аX

2 – аY
2). 

Формирование выходного  
измерительного сигнала гироскопа  
Так как первые два уравнения (16) получи-

лись относительно независимыми, поэтому они 
удобны для синтеза контура стабилизации ам-
плитуды рабочей стоячей волны (аА  const) 
и контура подавления квадратурной волны  
(аВ  0). При этом можно принимать:

  
, μ[1 δμcos4(θ θ )]A B A       . 

В свою очередь, на основе второй пары 
уравнений (16) раскрывается зависимость изме-
ряемой угловой скорости  от скорости изме-
нения углового положения рабочей стоячей 
волны. Для этого умножим эти уравнения сна-
чала на аВ, аА и сложим. Потом умножим на аА, 
аВ  и вычтем: 

Ф Ф

Ф Ф

Ф Ф Ф Ф

2 2 ( / ) ( / )

( / ) ( / ) ,

( / ) ( / ) ( / ) ,

cos4( ).

А ху A В A B A B

В A А A А

A c А A А В A B A B

c А

K a a a a

a a a a

a a a a a a



          

  
       

    

 


 

Здесь второе уравнение характеризует изме-
нение частоты рабочей стоячей волны в зависи-
мости от ее углового положения. А из первого 
уравнения выделяется функция систематическо-
го дрейфа сигнала гироскопа, обусловленная 
остаточными разночастотностью и разнодоб-
ротностью, которая при малых aВ / aА  0 при-
мет вид: 

Ф Ф

Ф Ф

2 ,

2 ( / ) ( / )

sin 4( )

2( / ) cos4( ) ( / ) .

А

ху A В A B A B

А

В A А B A B

K D

D a a a a

a a a a





   
       

     

      




 (17) 

Если же говорить о систематическом дрейфе 
угла A рабочей стоячей волны, тогда следует 
дополнительно проинтегрировать (17) по вре-
мени. 

Заметим, что рассмотрение влияния угловых 
и временных погрешностей управляющих усилий 
является отдельной большой задачей анализа. 

Замечания о неучтенных факторах 
Применительно к узкополосным моделям от-

дельный интерес могут представлять погрешно-
сти представления зависимостей (5). Для их 
оценки рекомендуется выполнять конечно-
элементное моделирование 3D-модели механи-
ческой конструкции резонатора в составе всей 
конструкции гироскопа. Форма получаемых ра-
бочих мод покажет меру доминирования второй 
угловой гармоники в них по сравнению с при-
сутствием нежелательных первой, третьей и ос-
тальных угловых гармоник. 

Заметим, что физически наличие первой уг-
ловой гармоники будет характеризовать на-
клонные колебания резонатора на ножке. В этом 
случае не только может изменяться равномер-
ность зазора между резонатором и корпусом, но 
и усиливаться рассеяние колебательной энергии 
через ножку (что приводит к уменьшению доб-
ротности резонатора гироскопа). 

В свою очередь, при работе гироскопа в ус-
ловиях широкополосных инерционных возму-
щений дополнительный интерес будут представ-
лять широкополосные модели резонаторов гиро-
скопов в более общей форме (2) или (3). На 
практике к их имитационному моделированию 
следует переходить после отладки детально рас-
смотренных узкополосных имитационных моде-
лей (так как они будут похожи в рамках исполь-
зованного модального подхода их построения). 

Анализ результатов 
В ряде случаев построение цифровых двой-

ников выпускаемых твердотельных волновых 
гироскопов может являться полезным дополне-
нием к их рабочей документации. При этом в их 
состав могут быть включены: 1) 3D-модель ме-
ханической конструкции резонатора в составе 
всей конструкции гироскопа; 2) модальный ко-
нечно-элементный анализ этой конструкции 
с целью формирования «частотного рисунка» 
гироскопа и оценки частотных взаимовлияний 
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пассивных и активных элементов; 3) сопровож-
дающие модели волновой динамики. 

В приведенной статье рассмотрена увязка 
этих трех задач. Основное внимание уделено 
получению разных удобных форм математиче-
ских моделей механических резонаторов для 
формирования цифровых двойников резонаторов 
твердотельных волновых гироскопов с механи-
ческими дефектами. Выписанные математиче-
ские зависимости предназначены для разработки 
и совершенствования методик внутрипроизвод-
ственного контроля и диагностики остаточных 
механических погрешностей производимых ре-
зонаторов гироскопов. 

В общей широкополосной механической мо-
дели резонатора гироскопа в резонансных пере-
менных учтены функции пространственного 
распределения толщины оболочки, плотности 
и вязкости со слабо выраженными неравномер-
ностями. Поэтому резонансные моды рассчиты-
ваются численно на осесимметричных конечно-
элементных моделях резонатора, а остаточные 
погрешности изготовленной формы учтены ин-
тегрально в аналитических моделях через вве-
дение малых разночастотности и разнодоброт-
ности. В результате основной анализ переносит-
ся на исследование изменения во времени 
комплексных амплитуд колебаний для резо-
нансных мод. 

В рабочей узкополосной механической мо-
дели резонатора гироскопа оставлены две фор-
мы собственных колебаний упругой оболочки 
с почти совпадающими частотами и соответст-
вующие вторым гармоникам по углу. Для исклю-
чения условий возбуждения других резонансных 
мод предполагается эффективная частотная 
фильтрация в каналах измерения и в контурах 
управления волновыми процессами. Так как 
в выпускаемых резонаторах с малой остаточной 
разночастотностью оси жесткости могут терять 
свою позиционную устойчивость под воздейст-
вием слабо изменяемых факторов (под действи-
ем изменения температурного режима или при 
работе контура квазистатического управления 
электрической пружиной), поэтому выполнено 
преобразование модели к другим вариантам уг-
ловых осей координат.  

Исходные модели выписаны в быстрых пе-
ременных. Для практических расчетов с целью 
исключения влияния схемной вязкости числен-
ных методов интегрирования выполнен переход 
к медленным переменным. При таком переходе 
получились отличающиеся варианты моделей 
для случаев фиксированных и следящих за 
стоячими волнами осей координат. 

Несмотря на то что основное внимание было 
уделено узкополосной динамике волновых про-
цессов в резонаторах гироскопов, однако некото-
рая похожесть уравнений колебаний для других 
резонансных частот позволит при необходимо-
сти без труда формировать более широкополос-
ные цифровые двойники резонаторов гироско-
пов, обобщая приведенные зависимости на дру-
гие резонансные пары колебаний. 

Приведенные формы представления моделей 
резонаторов будут полезны при совершенство-
вании методического обеспечения производст-
венных операций контроля, а также диагностики 
дефектов и остаточных погрешностей, сопрово-
ждающих реальное производство гироскопов. На 
данном уровне развития теории ТВГ можно ут-
верждать, что приведенные модели исчерпы-
вающе описывают механическую модель резо-
наторов гироскопов для наиболее важных прак-
тических случаев их эксплуатации. 
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Mathematical Models for Nonideal Resonator Digital Twins of Solid-State Wave Gyroscopes 
 
K. V. Shishakov, DSc in Engineering, Professor, Kalashnikov ISTU, Izhevsk, Russia 
 
Various variants of mathematical models for digital twins of solid-state wave gyroscope resonators with mechani-

cal defects is given. The obtained results are designated for gyroscope manufacturing cycle maintenance to improve 
the quality of the output products. 

A general model of resonator in a resonant variable was chosen as the basic one. To take into account small re-
sidual errors of resonant manufacturing functions of space non-homogeneous distribution of shell thickness were in-
troduced into it together with density and viscosity of material. 

The obtained full analytical model of wide-range gyroscope resonator employs expansion of its strained shape by 
the resonant form spectrum oscillations. For the considered resonators with small residual defects comparable to er-
rors of finite-element schemes of modelling programs, resonant modes of their digital twins are to be calculated nu-
merically for axially symmetrical resonator models. And residual errors of the manufactured shape are considered 
integrally in analytical models by introduction of different frequency and Q-values small parameters. 

Later, a working model of narrow-range gyroscope dynamics is extracted from the full model, that is presented in 
different forms depending on the convenience of stated problem solutions. For that purpose, fixed coordinate system 
axes (resonator stiffness axes, measurement instrument axes and others) were used along with moving axes following 
the wave process. 

A transition from model initial notation via fast variables into slow variable models was done, so as to avoid the 
effect of scheme viscosity in numerical integration programs,. 

The presented mathematical relations and models is possible may possibly be applied for improvement of in-
process control methods and defect diagnosis of resonators to be produced. 
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