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В работе проводятся исследования движения управляемой колесной системы, направленные на согласова-

ние математической модели, описывающей ее движение, с экспериментом. Полученные результаты направ-
лены на повышение точности следования мобильного робота по заданным траекториям. 

В качестве объекта исследования в работе выбрана мобильная колесная система с приводной шарнирной 
рамой и свободно вращающимися колесами (в литературе данная компоновка мобильного колесного робота 
называется Roller Racer). В работе приведена структурная схема объекта исследования, математическая 
модель, описывающая ее движение с конструктивными ограничениями. Согласование модели движения с экс-
периментальными исследованиями обеспечивается идентификацией параметров Roller Racer. Идентифика-
ция параметров Roller Racer проводится за счет разработанного метода идентификации параметров управ-
ляемой колесной системы. Предложенный в работе метод идентификации параметров управляемой колес-
ной системы позволяет определять геометрические и динамические параметры Roller Racer, учитываемые 
в модели движения управляемой колесной системы. Результаты экспериментальных траекторий движения, 
снятые на систему захвата движения, сравниваются с моделированными траекториями согласно модели 
движения управляемой колесной системы. Согласно полученному рассогласованию определяются точные 
значения параметров управляемых колесных систем. В работе приведены выражения для расчета рассогла-
сования на основе экспериментальных данных с системы захвата движения и теоретических данных модели 
движения управляемой колесной системы. Приведен алгоритм идентификации значения коэффициента тре-
ния качения на основе экспериментальных исследований управляемой колесной системы типа Roller Racer. 
Сделаны выводы о возможности применения метода идентификации параметров системы. 

 
Ключевые слова: Roller Racer, коэффициент вязкого трения колеса, экспериментальная оценка парамет-

ров системы, управляемая колесная система. 
 
 
Введение  
Мобильные роботы являются одним из наи-

более активно развивающихся направлений ис-
следований в современном мире. Это обуслов-
лено, прежде всего, несколькими факторами: 
удешевление аппаратной части, широкое рас-
пространение аддитивных технологий [1], появ-
ление готовых наборов компонентов (звенья 
манипуляторов в сборе с приводами, колесные 
платформы шасси с электродвигателями и т. п.). 
Большую долю от всей мобильной робототех-
ники составляют мобильные колесные роботы. 

Для управления мобильными колесными ро-
ботами применяют различные модели движения 
в зависимости от конструкции. В основе моде-
лирования движения, как правило, используется 
кинематика робота, так как динамические про-
цессы требуют идентификации большого коли-
чества параметров, в том числе описывающих 
взаимодействие управляемой колесной системы 
с окружающей средой. От точности определе-
ния кинематических и динамических парамет-
ров мобильного робота зависит точность следо-

вания вдоль заданных траекторий. Задача точ-
ности следования вдоль траектории актуальна 
для транспортных логистических систем [2, 3], 
сервисных мобильных роботов [4, 5], когда не-
обходимо обеспечить точность позиционирова-
ния как в процессе движения, так и в конечной 
точке. Решение данной проблемы обеспечивает-
ся как техническими средствами, что приводит 
к удорожанию мобильных роботов, так и с по-
мощью разработки алгоритмов управления, ос-
нованных на кинематических и динамических 
моделях движения. При реализации второго ва-
рианта возникает задача обеспечения точности 
определения кинематических и динамических 
параметров управляемой колесной системы. 
Проблема точности движения мобильного робо-
та проанализирована в [6–10]. 

В данной работе рассмотрен наиболее про-
стой вариант управляемой колесной системы 
с точки зрения конструкции – мобильный робот 
с приводной шарнирной рамой и свободно вра-
щающимися колесами – Roller Racer [11]. При-
ведение в движение осуществляется за счет пе-
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движения в форме уравнений Лагранжа в квази-
скоростях (уравнения Пуанкаре). Более подроб-

ный вывод уравнений движения Roller Racer 
приведен в работах [11, 12]: 

 

          

   

 

 

 

1 1 1 2

1 2 1 1 2 2 1
12 2 2 2

1 1 1 1 1

2 2
1 1 2 1 1 2 1

2 2 2
1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2
1 1

,

sin ( ) sin ( )
, ,

( sin ) sin

( sin ( cos ))
,

( sin )

( )sin
2 ,

sin

v A t C t v B t B t D t

J S S J c J S
A t B t

S J MS J MS

J c c S c c S
B t

S J MS

k b k b k S k S
C t

J MS

D t

    

      
  

  

      


 

  


 




 



2 2 2 2
1 2 2 2 2 1 1 2 1

2 2
1 1

1 1 2 2 1 2 1 1 1 2

1 1 2 2 1 1

sin ( ( )cos ( )
2 ,

sin

cos , cos , ,

,

c k b c c b k k c

J MS

S c c S c c m a c m

c a m c a m

    


        
  



                            

      (3) 

где 1 2,J J  – моменты инерции относительно 
точки Р; k1, k2 – коэффициенты вязкого трения 
качения первой и второй полурам соответствен-
но; b1, b2 – геометрические размеры управляе-
мой колесной системы, приведенные на рис. 1; 
m1, m2 – массы соответствующих полурам; А, В1, 
В2, С, D, S1, S2, ε,δ  – сокращенная для удобства 
запись правых частей уравнений.  

Эволюция конфигурационных переменных 
описывается системой 
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В качестве управления будем использовать 
периодическую функцию изменения углаφ , 
рассмотренную в работе [13] в виде: 

0

2π
φ( ) α sin φ ,

t
t

T
   
 

                 (5) 

где Т – период; 0φ – начальное смещение; α   – 
амплитуда сигнала управления.  

Таким образом, система (3) и (4) описывает 
поведение Roller Racer, в случае если угол φ( )t  
между тележками является заданной функцией 
времени. Решая систему (4) при управлении (3) 
можем получить траекторию движения управ-
ляемой колесной системы типа Roller Racer.  

На скорость движения мобильного робота 
типа Roller Racer влияет большое количество 
компонентов. Большинство из них можно изме-

рить напрямую – это геометрические параметры 
и массы полурам. Моменты инерции с доста-
точной точностью измеряются в программном 
продукте Solid Works по созданным 3-мерным 
моделям. Реальные геометрические размеры 
после измерений уточняются с помощью специ-
ального экспериментального алгоритма, приве-
денного в работе [14].  

Структурная схема влияния параметров 
и съемки движения прототипа мобильного ро-
бота типа Roller Racer приведена на рис. 2. 

В качестве управляющего воздействия для 
управляемой колесной системы типа Roller 
Racer применяется периодическая функция из-
менения угла, приведенная в выражении (5). 
Модель движения мобильной колесной системы 
преобразует управляющее воздействие в траек-
торию движения согласно системе (4) с учетом 
конструктивных параметров и окружающей 
среды.  

Конструктивные параметры системы и пара-
метры окружающей среды, такие как коэффи-
циент трения, непосредственно влияют на тра-
екторию движения управляемой колесной сис-
темы. От коэффициента трения зависит 
скорость движения и длина пройденного пути 
для модели мобильного робота типа Roller 
Racer. Моделирование траектории для различ-
ных коэффициентов трения колес: 

0,3; 0,5; 0,9k k k     , приведено на рис. 4. 
Видно, что значения k  оказывают существен-
ное влияние на траекторию движения даже для 
выбранного широко-заданного интервала зна-
чений коэффициента. Рассмотрим далее мето-
дику идентификации значения k  из экспери-
ментальных данных.  
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Рис. 4. Моделируемые траектории движения точки Р: сплошной линией при 0,3k  ;  

штриховой линией при 0,9k  ; и пунктирной линией при 0,5k   

Fig. 4. Simulated trajectories of the point P: a solid line for 0,3k  ; a dashed line for 0,9k  ;  

and a dotted line for 0,5k   

 
Экспериментальные исследования 
Экспериментальные исследования проведе-

ны на плоском горизонтальном полигоне, вы-
полненном из ПВХ-подложки. Параметры 
функции управления: Т = 1 с, 2 с;  = 15°, 30°, 
45°; 0φ =0. Всего проведено 6 экспериментов, 
отснятых на систему захвата движения Vicon 
[15, 16]. 

Для идентификации коэффициента трения 
качения колес и получения количественной 
оценки рассогласования траекторий разработан 
алгоритм идентификации коэффициента вязкого 
трения качения колес, в котором оценку рассо-
гласования предполагается проводить суммиро-

ванием отклонений всех эквивалентных точек 
траектории по следующему выражению: 

2 2

1

( ) ( )
n

e m e m
i i i i

i

d x x y y


    ,          (6) 

где n – количество сравниваемых точек; ex  – 
координаты х экспериментальной траектории; 

mx  – координаты х моделируемой траектории, 
,e my y  – соответственно. Псевдокод алгоритма 

идентификации коэффициента вязкого трения 
приведен в листинге 1. 

 

 

Алгоритм 1: Алгоритм идентификации коэффициентов трения колес мобильного робота: 

Algorithm 1: Algorithm for identifying the friction coefficients of the wheels of a mobile robot 

1. for T from 1 to 2 do: 
2.    for A from 15 by 15 to 45 do: 
3.       XE,YE – (x,y) координаты экспериментальной траектории; 
4.       EndFile = numrow(XE); 
5.       for k from 0 by 0.01 to 1 do: 
6.          XC(t), YC(t) = f(t,k,T,A) – (x,y) координаты модели движения;  
7.          sum = 0; 
8.          for t from 1 to EndFile do: 

9.             sum = sum+          2 2
XE t XC t YE t YC t    

10.          end do; 
11.          array_sum(k) = sum: 
12.       end do 
13.       min_sum =array_sum(1), paramK=0; 
14.       for k from 0 by 0,01 to 1 do: 
15.          if min_sum > array_sum(k) do: 
16.             min_sum = array_sum(k); 
17.             paramK = k; 
18.          end do 
19.       end do 
20.    end do 
21. end do 
 

Согласно приведенному алгоритму экспери-
ментальная и теоретическая траектории сравни-
ваются между собой по координатам (по точ-
кам). Количество точек и периодов эксперимен-
тальной траектории и теоретической совпадают. 
Координаты для экспериментальной траектории 

снимаются по маркерам, установленным на ро-
боте, при помощи системы захвата движения 
Vicon с частотой 100 раз в секунду. В зависимо-
сти от параметров функции управления и вре-
мени съемки получается различное количество 
точек траектории. Эквивалентная теоретическая 
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траектория моделируется в зависимости от ко-
личества точек экспериментальной траектории 
с учетом количества периодов. Далее вычисля-
ется интегральное отклонение всех точек моде-
лируемой траектории от эквивалентных им то-
чек экспериментальной траектории.  

Выбирается коэффициент трения, соответст-
вующий минимуму суммарного отклонения 
всех точек моделируемой траектории от экспе-
риментальной. Суммарное отклонение рассчи-
тано согласно выражению (6). Для каждой тра-
ектории количество точек суммирования зави-
сит от времени движения управляемой колесной 
системы. Так как система захвата движения ра-

ботает на частоте 100 Гц, в каждую секунду 
движения снимается 100 точек.  Алгоритм реа-
лизован в программном продукте Maple. Ре-
зультаты исследования всех экспериментальных 
траекторий приведены в таблице. Результат 
подбора коэффициента вязкого трения согласно 
суммарному отклонению траектории приведен 
на рис. 5. Параметры функции управления для 
данного графика – T = 1 с,  = 45°, 0φ = 0. Ми-
нимальное значение интегрального отклонения 
соответствует значению k = 0,17. Отклонение 
определено для 650 точек. 

 

 
Рис. 5. График изменения суммарного отклонения в зависимости от коэффициента трения 

Fig. 5. A plot of changes in the total deviation depending on the coefficient of friction 
 
Согласно графику, приведенному на рис. 5, 

максимальное совпадение экспериментальной и 
моделируемой траекторий достигается при ко-
эффициенте трения k  = 0,17, что соответствует 
минимальному суммарному отклонению всех 
эквивалентных точек траектории. Для k = 0,17 
суммарное отклонение d = 45. Максимальное 

суммарное отклонение d = 771 соответствует 
значению параметра k = 0,01. 

Пример реализации экспериментального 
движения с моделируемой траекторией для по-
добранного k приведен на рис. 6. Параметры 
функции управления для данной траектории –  
T = 1 с,  =45°, 0φ 0 . 

 
Рис. 6. Экспериментальная (штриховая) и теоретическая (сплошная) траектории движения  

мобильного робота типа Roller Racer 

Fig. 6. Experimental (dash) and theoretical (solid) trajectories of motion of the Roller Racer 
 

Зависимость коэффициента вязкого трения 
от параметров функции управления 

Dependence of the viscous friction coefficient  
on the parameters of the control function 
Т, с 1 2 

,o 15 30 45 15 30 45 
k  0,56 0,24 0,19 0,68 0,45 0,79 

 
Несмотря на полученные отклонения, значе-

ние коэффициента, определенное из экспери-
ментов, находится в диапазоне от 0,19 до 0,74. 
А в среднем коэффициент трения колес для 
данной модели Roller Racer получился k = 0,505, 

что соответствует табличным значениям для 
резины на сухом твердом покрытии. 

Выводы 
1. Методика идентификации параметров 

системы на основе экспериментальных данных 
апробирована на модели управляемой колесной 
системы и может использоваться в других по-
добных системах.  

2. Получено значение коэффициента вязкого 
трения, которое позволило уточнить динамику 
движения мобильного робота типа Roller Racer.  

3. Результаты исследования модели движе-
ния мобильного колесного робота с приводной 
шарнирной рамой и свободно вращающимися 
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колесами соответствуют экспериментально по-
лученным результатам. 
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* * *  

Identification of Friction Coefficient of Controlled Wheel System Roller Racer Type  
Based on Experimental Data 

 
K. S. Yefremov, Kalashnikov ISTU, Russia 
 
The work studies the motion of the controlled wheel system to provide coordination of mathematical model de-

scribing its motion and the experiment. The obtained results allow improving the accuracy of the mobile robot trajec-
tory following. 

A mobile wheel system with a drive articulated frame and freely rotating wheels (Roller Racer) was chosen as the 
research object of the work. The paper presents a structural diagram of the research object, a mathematical model 
describing its motion with design constraints. The coordination of the motion model with experimental studies is pro-
vided by the identification of Roller Racer parameters. Identification of Roller Racer parameters is carried out due to 
the developed method of the controlled wheel system parameters identification. The proposed method of controlled 
wheel system identification allows determining the geometric and dynamic parameters of Roller Racer, which are 
considered in the motion model of the controlled wheel system. The results of the experimental trajectories captured 
on the motion capture system are compared with the simulated trajectories according to the motion model of the con-
trolled wheel system. According to the obtained mismatch, the exact values of controlled wheel system parameters are 
determined. The paper presents expressions for calculating the mismatch based on experimental data from the motion 
capture system and theoretical data of the controlled wheel system motion model. An algorithm for identifying the 
value of the rolling friction coefficient based on experimental studies of the Roller Racer is presented. Conclusions 
about the possibility of using system parameter identification method are made. 

 
Keywords: Roller Racer, coefficient of viscous friction of the wheel, experimental evaluation of system parame-

ters, controlled wheel system. 
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