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Статья посвящена рассмотрению алгоритмов измерения колебательно-диссипативных характеристик резонаторов 

интегрирующих твердотельных волновых гироскопов. Перечень вариантов таких алгоритмов ограничен только алго-
ритмами, использующими результаты наблюдения за переходными процессами свободных колебаний после возбуждения  
в резонаторе выраженной стоячей волны.  

В перечень измеряемых колебательно-диссипативных характеристик включены величины разночастотности и разно-
добротности резонаторов гироскопов, а также угловые положения осей жесткости и добротности.  

В статье сначала последовательно выполнены: математическое описание режима свободного выбега стоячих волн  
в резонаторе гироскопа; математическое описание внутренней структуры сигналов, формируемых измерительным уст-
ройством гироскопа; предварительный анализ исходных данных и количественные оценки параметров для физического 
представления особенностей свободных колебаний резонатора. На этой основе обсуждаются разные варианты детали-
зации алгоритмов для оценки жесткостных свойств резонаторов по наблюдению переходных процессов в режиме сво-
бодного выбега волновой картины, а также возможные подходы к построению алгоритмов оценки вязкостных свойств 
резонаторов. 

Приведенные формулировки алгоритмов ориентированы на использование штатного двухканального измерительного 
устройства гироскопа, выполняющего при необходимости  расчет угла и амплитуд стоячих рабочей и квадратурной 
волн. 

Подтверждено, что наблюдение во времени переходных процессов в режиме свободного выбега волновой картины по-
зволяет получить достаточно простые расчетные алгоритмы для оценки жесткостных свойств резонаторов. В то же 
время для измерения разнодобротности и углового положения осей вязкости резонатора при наблюдении за переходными 
процессами требуется решение более сложной вычислительной идентификационной задачи. 

Для практического применения приведенных алгоритмов измерения разночастотности и углового положения осей 
жесткости интервал времени наблюдения следует выбирать из расчета, чтобы разнофазность резонансных колебаний 
превысила половину длины волны. 

Ключевые слова: твердотельный волновой гироскоп, резонансные колебания, волновая картина, идентификация, сво-
бодные колебания, колебательно-диссипативные характеристики, методики измерения. 

 
 

Введение 
Практическая востребованность в серийном про-

изводстве волновых твердотельных гироскопов 
(ВТГ) повышенной точности отражается в неослабе-
вающем внимании к исследованию тонких факторов, 
влияющих на точностные характеристики гироско-
пов [1–4]. Несмотря на достаточную развитость об-
щей теории ВТГ [5–7], прикладные вопросы ее при-
менения к производственным операциям продолжа-
ют представлять интерес для заводских инженеров 
[8–10].  

Среди таких тонких факторов для интегрирую-
щих волновых твердотельных гироскопов (серийно 
выпускаемых часто с аббревиатурой ТВГ) особое 
значение имеют колебательно-диссипативные ха-
рактеристики кварцевых резонаторов на вторых 
угловых гармониках их колебаний. Это связано  
с тем, что остаточные значения разночастотности 
и разнодобротности полусферических кварцевых 
резонаторов в наибольшей мере влияют на вели-
чину систематического дрейфа выходного сигнала 
таких гироскопов [11, 12]. А для его уменьшения  
с помощью специальных технологических опера-
ций требуется измерение не только их значений, 
но и угловых распределений по поверхности полу-
сферического резонатора. 

В настоящее время в технической литературе уже 
идейно представлены все основные подходы к оцен-
ке колебательно-диссипативных характеристик резо-
наторов. Среди них применительно к измерениям 
разночастотности широко известны методики, осно-
ванные на снятии в различных точках резонатора 
амплитудно- и  фазочастотной характеристик или же 
фазоугловой характеристики [13 и др.]. Особый ин-
терес на практике представляют алгоритмы, предло-
женные для режима свободного выбега стоячих волн 
[14, 15], так как в этом случае отсутствует влияние 
на результаты измерений дополнительных факторов 
работы внутренних контуров управления волновыми 
процессами в гироскопе. Так, широко известна мето-
дика оценки разночастотности через период наблю-
даемых пульсаций (биений) сигнала [16]. А приме-
нительно к одновременному нахождению разночас-
тотности и разнодобротности с их угловыми 
распределениями – алгоритмы комплексной иденти-
фикации коэффициентов дифференциальных урав-
нений, описывающих волновые процессы в резона-
торе гироскопа [17, 18 и др.].   

В настоящей статье основное внимание уделено 
измерениям, выполняемым в режиме продолжи-
тельных свободных колебаний резонатора после 
возбуждения и установления в нем выраженной 
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рабочей стоячей волны. При этом содержание ста-
тьи ограничено рассмотрением только тех алго-
ритмов, в которых наблюдают за эволюцией пере-
ходных процессов при свободных резонансных 
колебаниях.  

Основной целью выбрано системное рассмотре-
ние с проведением вычислительной детализации и 
выявлением дополнительных возможностей извест-
ных методических подходов для случаев использо-
вания измерительного устройства интегрирующего 
ТВГ, аналогичного штатному (т. е. выполняющего 
обработку аналоговых и цифровых сигналов по тем 
же алгоритмам, как и в рабочем ТВГ). А в качестве 
результата измерений выбраны представляющие 
наибольший интерес для производства следующие 
колебательно-диссипативные характеристики: ве-
личина разночастотности и угол расположения осей 
жесткости, а также значения добротностей, величи-
на разнодобротности и угол расположения осей 
вязкости резонатора. 

Предполагается, что исследуемые кварцевые ре-
зонаторы имеют достаточно высокую добротность. 
Поэтому режим их свободных колебаний получается 
достаточно продолжительным, чтобы успеть провес-
ти необходимые измерения характеристик резонанс-
ных колебаний. 

По своему содержанию данная статья дополняет 
более раннюю статью авторов в журнале «Интеллекту-
альные системы в производстве» (в дальнейшем кратко 
«ИСП»),  2022, № 2, с. 4. Поэтому при изложении по-
следующего материала будем широко пользоваться 
принятой нами ранее формой представления известных 
зависимостей и уравнений из предыдущих статей авто-
ров в журнале «ИСП» за 2020–2023 гг.  

1. Математическое описание режима свободного 
выбега стоячих волн в резонаторе гироскопа 
Режим свободного выбега стоячих волн в резона-

торе интегрирующего ТВГ после возбуждения рабо-
чей стоячей волны А(t) в выбранном угловом поло-
жении А относительно приборной системе коорди-
нат (х,у) представляет собой суперпозицию 
свободных резонансных колебаний (p, q) с близкими 
постоянными частотами p  q «полусферической 
рюмки» резонатора в своих осях жесткости.  

Такие колебания после выключения активного 
режима возбуждения стоячей волны описываются 
известными дифференциальными уравнениями сво-
бодных колебаний следующего вида (ИСП, 2022, 
№ 3, с. 12): 

2

2
2 2( ) 0,
2 2( ) 0 ;

p p pq

q q qp

p p p K q

q q q K p

        

        

  
     (1) 

где 2p  = 0 р2 [1 +    cos 4 ]; 2pq = 0 q
2   

sin 4 ; 2q  = 0 q
2 [1 –    cos 4 ]; 2qp = 

=0 р2    sin 4  ;  – угловая скорость поворота 
гироскопа вокруг его оси симметрии; K – известный 
масштабный коэффициент;      – . 

Здесь считается, что в функции вязкости () оси 
добротности расположены под углом  к прибор-
ным осям:  

 () = 0 [1 + 2   cos 4( –  )],   0 
и в общем случае не совпадают с осями жесткости, 
расположенными под углом   к приборным осям. 
Заметим, что на практике угловое расхождение осей 
добротности и осей жесткости может быть вызвано 
особенностями распределения микротрещин по по-
верхности кварцевого резонатора, возникающих в 
процессе его изготовления и полировки. 

Из уравнений (1) для неподвижного гироскопа 
(когда  = 0, а ось ТВГ выставлена ортогонально 
оси вращения Земли) с учетом малости вклада  
следует почти независимость резонансных пере-
менных (p, q): 

2

2

2 0 ,

2 0 .
p p

q q

p p p

q q q

    

    

 

      (2) 

Видно, что из-за своей остаточной разночастот-
ности резонансные колебания (2) во времени будут 
описывать затухающие кривые Лиссажу: 

p(t) = ap(t) cos p(t),  q(t) = 
= aq(t) cos q(t);  p(t) = q(t) + pq (t),  (3) 

где (ap, aq) – амплитуды колебаний ( 0); p(t)   pt – 
– p0,  q(t)  qt – q0;  pq (t) = p(t) – q(t) = pq t –  
– pq0;  (p0, q0 ) – некоторые начальные фазы pq0   
 p0 – q0  = const   – начальная разнофазность;  pq   
 p  – q = const – величина разночастотности.  

Так как в момент t = 0 отключения активной 
подкачки стоячей волны резонансные колебания 
синхронизированы (являются проекциями рабочей 
стоячей волны на оси жесткости), поэтому:  
pq (t)  pq t;  pq0  0. 

В результате резонансных колебаний (1) или (2) 
функция деформации кромки полусферического ре-
зонатора W(,t) представляется зависимостью: 

W(,t) = p(t) cos 2( – ) + q(t) sin 2( – ).  (4) 
Эта функция наблюдается емкостным измери-

тельным устройством гироскопа в двух приборных 
осях (х,у). 

2. Математическое описание внутренней 
структуры сигналов, формируемых измери-
тельным устройством гироскопа 
В результате измерения функции (4) в приборных 

осях (х,у) формируются два сигнала SC(t) и SD(t) с 
шумами С и  D : 

SC (t) = C(t) + С,  SD (t) = D(t) +  D;  (5) 
W(,t) = C(t)  cos 2 + D(t)  sin 2; 

С = p cos 2 - q sin 2 ,    D = p sin 2 + q cos 2. 
Если бы угол   был известен, можно было бы 

сразу перейти от (5) к наблюдению резонансных пе-
ременных, используя обратные зависимости: 

p = С cos 2 + D sin 2 , q = 
= – С sin 2 + D cos 2.  (6) 

Так как на практике угол   обычно заранее не 
известен, а также может сдвигаться в результате из-
менения внутреннего напряженно деформированно-
го состояния гироскопа, поэтому в измерительном 
устройстве ТВГ традиционно выделяют ортогональ-
ные во времени и по углу стоячие волны (А, В), 
имеющие одинаковую частоту: 
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W(,t)  = А(t) cos 2( – А(t)) + В(t) sin 2( – А(t));   (7) 
А(t) = aА(t) cos А(t), В(t) = 

= aВ(t) sin А(t); А(t)   (t) t – (t), 
где (t) – медленно изменяемая фаза стоячих волн; 
частоты (t) стоячих волн (А, В) совпадают; aА – по-
ложительная амплитуда рабочей волны; aВ – ампли-
тудная функция (может быть как положительной, так 
и отрицательной) квадратурной волны. 

Такая замена колебательного процесса (4) на 
волновой процесс (7) объясняется тем, что угловое 
перемещение сильно выраженной рабочей стоячей 
волны А(t) по углу А относительно приборной 
системе координат (х,у) является выходным сигна-
лом интегрирующего гироскопа, так как оно ока-
зывается пропорциональным угловой скорости 
вращения . 

Так, из решения дифференциальных уравнений 
(1) в медленных переменных можно найти их сле-
дующую связь с учетом функции систематического 
дрейфа D  нулевого сигнала гироскопа (ИСП, 2022, 
№ 4, с. 37): 

θ θ μ

ω

2θ , δμ sin 4(θ θ )
( / ) ω cos 4(θ θ ),

А А

В A pq А

K D D

a a

     

  

 
 

(8)
  

которое наглядно показывает оценку мер вклада харак-
теристик ,δμ, ( / ), ωВ A pqa a   в функцию D (вид-
но, что появляющаяся в (7) из-за малой остаточной 
разночастотности резонансных колебаний (1) слабо 
выраженная малая квадратурная волна В(t) ухудша-
ет точностные свойства выходного сигнала гиро-
скопа). 

Для нахождения ортогональных волновых функ-
ций (А, В) используют их проекции на оси измери-
тельного устройства:  

W(,t) = C cos 2 + D sin 2  = 
= А cos 2( – А) + В sin 2( – А); (9) 

C = А cos 2А – В sin 2А ,    D = А sin 2А + В cos 2А ; 
А  = С  cos2 А + D  sin2 А ,   В = – С sin 2 А  + D cos 2А, 
где С(t) = aС(t) cos [(t) t – С(t) ],   D(t) = aD(t) ×  
× cos [(t) t – D(t) ], aС(t), aD(t)  и С(t), D(t) – соот-
ветственно медленно изменяющиеся амплитудные 
функции (могут иметь произвольный знак) и фазы. 

Раскрывая взаимосвязь (9), можно записать сле-
дующие формулы (ИСП, 2022, № 2, с. 4): 

tg 4А = 2 aС aD cosСD / (aС2 – aD
2)  

 2 < C D > / [<C2 > – < D2 > ]; 
aА aВ = aD aС sin СD   

 2 <С(t) D(t – tЗ )> ,  (tЗ = /2) ; (10) 
аА2 = aС 2 cos22A  + aD

 2 sin22A + 
+ aС aD cosСD  sin 4A , 

аВ2 = aС 2 sin22A  + aD
 2 cos22A – 

– aС aD cosСD  sin 4A, 

где СD  С – D; < f >  (1/Т) 
Т

0
f (t) dt   ∑ 𝑓௡௜  / n; 

n – число тактов усреднения.  
Разные алгоритмы для расчета медленно изме-

няющихся во времени характеристик {А(t), aА(t), 
aВ(t), (t), (t)} стоячих волн по результатам измере-

ний (5) для разных случаев применения подробно 
описаны в статьях авторов в журнале ИСП: 2020,  
№ 3; 2021, № 3, 4.   

При этом формирование волновых функций (7) 
производится через суперпозиции резонансных ко-
лебаний в (4) по формулам: 

A = p cos   +  q sin ,  В = – p sin  + q cos ; (11) 
p = A cos   –  B sin , q = A sin  + B cos ;    

  2(A – ). 
После раскрытия выражений (11) с учетом (3), (7) 

получаются следующие важные связи (ИСП, 2022, 
№ 2, С. 4):  

aА аВ = аpаq sin pq; sin 2 =  
= 2 aА аВ ctgpq  / (аА2 – аВ2); 

tg 2 = 2аpаq cos pq / (аp
2– аq

2);  (12) 
аА2 = аp

2 cos2  + аq
2 sin2 + аpаq cos pq sin 2, 

аВ2 = аp
2 sin2  + аq

2 cos2 – аpаq cos pq sin 2, 
где разнофазность в режиме свободных колебаний: 
pq (t)  pq t. 

Они помогают понять физический смысл пара-
метрической зависимости функции дрейфа (8) нуле-
вого сигнала гироскопа. Так, остаточная разночас-
тотность резонансных колебаний (второе слагаемое в 
функции дрейфа (8)) приводит к линейному увели-
чению во времени разнофазности pq (t), которая в 
соответствии с третьим выражением (12) будет из-
менять угол рабочей стоячей волны A(t). 

С другой стороны остаточная разновязкость (пер-
вое слагаемое в функции дрейфа (8)) приведет к раз-
ной скорости уменьшения медленных амплитуд (ap, 
aq), что также будет изменять угол рабочей стоячей 
волны A(t) в соответствии с третьим выражением 
(12). 

Также важно отметить, что вклады разновязко-
сти и разночастотности в (8) получились незави-
симыми. Это позволяет в производстве резонато-
ров сбалансированно выполнять их уменьшение. 
Так, если не удается существенно уменьшить оста-
точную разнодобротность (разновязкость) колеба-
ний, тогда пропадает практический смысл чрез-
мерного уменьшения остаточной разночастотности 
(с учетом достаточно длительных и затратных со-
ответствующих производственных операций), и 
наоборот. 

3. Предварительный анализ исходных данных. 
Количественные оценки параметров  
для физического представления особенностей 
свободных колебаний резонатора 
Чтобы лучше физически понимать приводимые 

далее алгоритмы измерения колебательно-
диссипативных характеристик твердотельных волно-
вых гироскопов в режиме свободных колебаний, 
приведем несколько простых количественных оце-
нок важных параметров условий наблюдения. 

В качестве предварительных оценок для обраба-
тываемых технологических образцов резонаторов ги-
роскопов примем: среднюю резонансную частоту  
f = 5000 Гц;  разночастотность  f = 10 -7 f = 5  10–4 Гц; 
среднюю добротность Q = 5  10 6;  разнодобротность  
 Q = 10 –2   Q = 5  10 4.   
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Отсюда вычисляем круговую частоту  =2f =  × 
× 104 рад/с, период  колебаний  Т = 1 / f = 2  10 –4 с; 
функцию набега разнофазности   (t) =   t = 2 × 
×  f   t =    t (с)  10–3 рад. Так, за 300 с набег фазы 
составит  (300)  1 рад, а за 30 минут – примерно 
2. 

В свою очередь, из диссипативных свойств оце-
ниваем среднюю вязкость:  =  /2Q =   10 –3  с–1 . 
Тогда время затухания амплитуды колебаний в е раз 
составит:  = 1 /  = 1000 /   300 с = 5 мин  (т. е. за  
20 мин амплитуда колебаний уменьшится примерно 
в  е4  65 раз). 

Кроме этого, из  = 1 /  = 2Q /   имеем линей-
ную связь приращений: 
  /   = Q / Q,  = 2Q /  = Q / ( f)   10 /    3 с. 

При этом амплитуды колебаний в (3) будут 
уменьшаться в пропорции: 
аp (t) = a p0 exp [– t /  ], aq(t) = a q0 exp [– t / ( – )]  
 аp (t) / aq(t)  = (a p0 / a q0) exp [( / )  (t / )]. 
Видно, что относительное изменение амплитуд 

резонансных колебаний будет существенным только 
для большой разнодобротности:  Q / Q ~ 0,1 . 

Таким образом, на достаточно длительных интер-
валах свободных колебаний (порядка 30 минут) наи-
более явно проявляющимся фактором будет разно-
частотность резонансных колебаний, которая приво-
дит к почти полнооборотному набегу их 
разнофазности. Это отличает режим свободного вы-
бега волновой картины от рабочего режима вынуж-
денных колебаний на близкой к резонансной частоте, 
в котором производится принудительная синхрони-
зация переменных (p, q), и поэтому их разнофазность 
обычно мала. 

Приведем также количественную оценку функ-
ции дрейфа в (8) для рассматриваемых параметров 
технологических образцов резонаторов. Так как    
  (p +q) / 2  и  2 (p

2 + q
2) / 2 , поэтому с учетом 

(1) будем иметь:   0 2 / 2,     p – q  0 2 ×  
× cos 4   2  cos 4 .  

Отсюда получаем:    / (2cos 4 ), где 
разновязкость  можно выразить через разнодоб-
ротность:    – ( Q / Q)   .   

Если в качестве примера для необработанного 
образца резонатора принять:   0,   Q / Q  0,1, 
аВ / аА  0,05,     10 –3  с–1 ,  =2   f     10 –3 
рад /с, тогда будем иметь сбалансированный вклад 
разнодобротности и разночастотности в функцию 
(8): 

  ( Q / Q)   /2 ~  1.5  10 -4  рад /с, 
(аВ / аА)  ~ 1.5  10 –4 рад /с  D / 2 ~ 300 угл. град /ч. 

Соответственно, чтобы без дополнительной алго-
ритмической калибровки выходных сигналов ТВГ 
достичь величину дрейфа  D / 2 ~ 3 угл. град/ч, по-
требуется при технологической обработке умень-
шить разнодобротность:  Q / Q  0,001 (или увели-
чить добротность), уменьшить разночастотность  
    10 -4 рад /с и амплитуду квадратурной волны 
аВ / аА  0,005. 

4. Оценка жесткостных свойств резонаторов 
на основе анализа переходных процессов 
в режиме свободного выбега волновой картины 
Напомним, что резонансные переменные выпол-

няют свои непрерывные колебания в соответствии с 
формулами (2), (3). Далее по формулам (5) они про-
ецируются на оси измерительного устройства, прояв-
ляясь в сигналах (SC , SD). Последние с учетом (9) пере-
разлагаются в волновые функции с параметрами (10). 

В предыдущем пункте было показано, что для 
кварцевых резонаторов режим свободного выбега 
может продолжаться до 30 минут и более. При этом 
остаточная разночастотность резонансных колебаний 
может приводить к набегу фазы   ~ 2 рад.  

Наличие остаточной разночастотности будет от-
ражаться в непрерывном увеличении разнофазности 
pq (t) pq t, что будет приводить к повороту ин-
формационного угла A в соответствии с (12): 
tg 4[A(t) –  ] = [2аpаq / (аp

2 – аq
2)]  cos (qp t). (13) 

Заметим, что когда pq (t) pq t  достигнет зна-
чения /2, из (13) получим A(t) =  , то есть наблю-
даемые измерительным устройством рабочая и квад-
ратурная волны (А, В) совместятся с осями жестко-
сти (углами резонансных колебаний (p, q) 
полусферической юбки резонатора).  

Одновременно с этим будет меняться амплитуд-
ная функция квадратурной волны по следующей за-
висимости (12):   

аВ (t) = (аpаq / aА)   sin (qp t), (14) 
которая проходит через нулевые значения в моменты 
полной синхронизации резонансных колебаний (при 
pq  = 0, , 2  и т. д.). 

Из (14) видно, что, измеряя два соседних момента 
времени (t1  и t2) обнуления аВ (t), легко найти вели-
чину остаточной разночастотности резонансных ко-
лебаний по формуле 
aВ(t1) = 0,  aВ(t2) = 0     qp  =  / t,    t  (t2 – t1), (15) 
где в качестве первого момента времени обычно 
можно принять: t1  0 . 

Ясно, что такой алгоритм (15) будет иметь огра-
ничения для случая очень малой разночастотности 
(qp   0, что означает длительность интервала  
t2 – t1) или в случае значительного конструкционного 
демпфирования, когда интервал  t2  становится плохо 
достижим.  

Для используемого измерительного устройства 
контролировать интервалы времени (t2 и t1) в (15) 
удобно, используя вторую зависимость из (10): 

aА aВ = aD aС sin СD   0   <С(t) D(t – tЗ )>  0. (16) 
Поясним физический смысл (16). В соответствии 

с выражениями (9), (11) при aВ(t1) = 0  имеем полную 
синхронизацию резонансных колебаний: 

В = 0     p = A cos – B sin = A cos,  
 q = A sin + B cos = A sin. 

Это, в свою очередь, отражается в синхронизации 
(СD   0) измерительных сигналов (5), (9):   

С = p cos 2 - q sin 2  = А cos 2А,     
D = p sin 2 + q cos 2 = А sin 2А . 

На практике последнее условие (16) с учетом (9): 
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С(t) = aС(t) cos [(t) t – С(t)], D(t) =  
= aD(t) cos [(t) t – D(t)], 

D(t – tЗ) = aD(t) sin [(t) t –- D(t)], 
можно при желании также заменять на одно из сле-
дующих:  

<С(t– tЗ) D(t)> 0,  или < С(t) ( D(t)/ t) >  0 , 
или  < D (t) ( С(t)/ t) >  0. 

Таким образом, оценка величины разночастотно-
сти резонансных колебаний может быть достаточно 
просто выполнена через наблюдение переходных 
процессов. Для повышения ее точности требуется 
повышать точность измерения условий:  aВ(t1) = 0,  

aВ(t2) = 0. При этом наибольшие значения диапазона 
изменения aВ(t) (в момент времени t /2) будут соот-
ветствовать случаю, когда ось стоячей волны А в 
момент выхода на режим свободного выбега будет 
установлена посередине между осями жесткости ре-
зонатора. 

Более трудоемким считается нахождение угло-
вого положения осей жесткости резонатора. По-
этому здесь сначала поясним особенности проис-
ходящих колебательных процессов без учета дис-
сипативных свойств с помощью следующей 
таблицы. 

Характеристика важных моментов времени свободных колебаний  
Characteristics of important moments of time of free oscillations 

Параметр pq(0)=qp t= 0 pq (t) = /2 pq (t) =  pq (t) = 3/2 
P p0 = A0 cos0 A A cos1 A 
Q q0 = A0 sin0 В A sin1 В 
A p0 cos 0+ q0 sin 0 P p cos 1+  q sin 1 P 
В 0 Q 0 Q 

 =2(A –  ) 0 =2(A0 –  ) 0 1 0 
  
При ее заполнении использованы преобразования 

(11). Так, в момент t = 0 выхода на свободные коле-
бания имеем: В0  0,  A0 = aА(0) cos (0),  

A = A0 =   + 0,5 arctg (q0 / p0).  (17) 
Через интервал времени t / 2 (см. (15)) резонанс-

ные колебания из-за набега фазы pq (t) = /2 стано-
вятся ортогональными по времени. Поэтому они бу-
дут восприниматься измерительным устройством как 
искомые стоячие волны:  A =  ;   A = p = ap cos 
p(t);   В = q = aq sin p(t)  (см. также (13)).   

Далее еще через такой же интервал времени  
t / 2 набег фазы составит  pq (t) =  . При этом 
резонансные колебания вновь синхронизируются:  

В  0, A = aА cos [(t) t – (t)]; 
p = ap cos p(t) ~ p0, q = aq cos [p(t) – ] = (18) 

= – aq cos p(t) ~ – q0; 
A =  – 0,5 arctg (q0 / p0). 

Видно, что здесь стоячая волна А встанет уже с 
другой стороны от оси жесткости по сравнению с 
углом начального возбуждения А0. Между этими 
двумя положениями посередине будет располагаться 
ось жесткости. 

И наконец, еще через интервал времени t/2 об-
щий набег фазы составит pq (t) = 3/2. В этом слу-
чае стоячие волны вновь будут проходить через оси 
жесткости, но знак квадратурной волны изменится 
на противоположный по сравнению со случаем pq 
(t) = /2:  

A = p = ap cos p(t); В = q = – aq sin p(t). 
Приведенные результаты могут быть в разной 

мере использованы для нахождения как разночас-
тотности, так и одной из осей жесткости. Известно, 
что при этом вторая ось жесткости будет отстоять от 
нее на угол /4. Рассмотрим разные варианты реше-
ния этой задачи, соответствующие моментам време-
ни, указанным в таблице 4. 

В первом варианте используются свойства только 
начального возбуждения (pq (0) = 0). Здесь можно 
попробовать ось начального возбуждения резонатора 
гироскопа медленно доворачивать в интервале /4 до 
тех пор, пока не будет достигнуто практически нуле-
вое значение aВ(t) на всем остальном интервале вре-
мени. Это означает, что мы нашли одну из осей же-
сткости. Так как проекция начального колебательно-
го процесса А(t) на другую ось жесткости 
отсутствует, поэтому колебания в ней не возбужда-
ются, что и проявляется в условии aВ(t)  0. При 
этом начальный угол поиска оси жесткости можно 
выбрать по смене знака функции aВ(A), если мед-
ленно поворачивать гироскоп вокруг своей оси в 
режиме свободных колебаний. На практике такой 
способ удобно использовать для контроля правиль-
ности нахождения осей жесткости резонатора. 

В остальных вариантах предполагается, что в на-
чальный момент времени t = 0 угол стоячей волны А0 
расположен между осями жесткости. При этом чем 
ближе ее направление окажется к биссектрисе угла 
между осями жесткости, тем лучше (т. к. проекции 
А0  на оси жесткости будут одинаковы и поэтому бу-
дут измеряться наибольшие значения квадратурной 
волны В(t)). 

Второй способ оценки угла  оси жесткости 
ориентирован на интервал времени наблюдения, со-
ответствующий pq (t) = /2 (разнофазность дости-
гает значения в четверть длины волны). В конце ин-
тервала будет наблюдаться наибольшее во времени 
значение aВ2. В данный момент времени измеритель-
ное устройство будет воспринимать ортогональные 
во времени резонансные колебания как искомые 
волновые функции: (А. В) = (p, q), оценив тем самым 
угол А = . Однако пологость вычисленного aВ2 
вблизи максимума может существенно понизить 
точность второго способа. 
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Повысить его точность можно попробовать вы-
бором другого критерия нахождения такого момента 
времени. Так, условию pq (t) = /2 = pq t  отвеча-
ет  cos (qp t) = 0  или временная ортогональность 
резонансных колебаний:  < p(t) q(t)> =0.  Тогда с 
учетом (5) искомому моменту времени будет соот-
ветствовать среднее значение временной функции  
<С(t) D(t)>:     

С = p cos 2 – q sin 2 ,     
D = p sin 2 + q cos 2      

 <С(t) D(t)> = (1/4) (аp
2 -  аq

2) sin 4 +  
+ < p(t) q(t)> cos 4 . 

В итоге, из условия pq (t) = /2 = pq t допол-
нительно оценивается искомая разночастотность 
pq . 

Третий способ оценки угла  оси жесткости ори-
ентирован на вдвое больший интервал времени на-
блюдения, соответствующий pq (t) =  (разнофаз-
ность достигает значения в половину длины волны).  
В нем ожидается более высокая точность измерения, 
т. к. используются моменты времени синхронизации 
t2 и t1 из (15).  При этом момент временной ортого-
нальности (p, q) = (А, В) будет располагаться строго 
посередине между t2 и t1. Именно в этот момент вре-
мени и следует произвести измерение угла оси жест-
кости А =  по аналогии со вторым способом. Кро-
ме этого, в соответствии с (17), (18) положение оси 
жесткости можно перепроверить через среднее зна-
чение между размахом углов стоячей волны А(t). 
Видно, что данный способ измерения углового по-
ложения осей жесткости резонатора совместно с ал-
горитмом (15) измерения разночастотности позво-
ляют одновременно оценить все требуемые колеба-
тельные свойства резонатора (здесь разночастотность 
оценивается из условия pq (t) =  = pq t). 

Четвертый способ оценки угла  оси жесткости 
ориентирован на еще большее удлинение интервала 
времени наблюдения, соответствующего набегу фа-
зы  pq (t) = 3 / 2.  В нем разночастотность можно 
оценить как из условия pq (t) = 3/2 = pq t, так и 
по интервалам времени, соответствующим времен-
ному расстоянию между другими столбцами табли-
цы. Принципиально он представляется избыточным. 
Однако при наблюдении свободных колебаний очень 
высокодобротных резонаторов позволяет наблюдать 
дополнительную информацию для уточнения нахож-
дения углового положения осей жесткости и разно-
частотности.  

5. Оценка вязкостных свойств резонаторов  
на основе анализа переходных процессов  
в режиме свободного выбега 
Здесь для простоты будем считать, что положе-

ния осей жесткости () и величина разночастотно-
сти (qp) резонатора уже известны (найдены по ме-
тодикам предыдущего пункта).  

Или рассматривается свободный выбег волновой 
картины при включенной системе коррекции осей 
жесткости, подавляющей разночастотность в актив-
ном квазистатическом режиме (qp  0). 

Для более наглядного рассмотрения данной зада-
чи перепишем уравнения (1) в виде (ИСП, 2022, № 3, 
с. 12): 

2 2

2 2
2( ) 2 ( ) 2 0,
2( ) 2 ( ) 2 0,

c s

c s

p p q p Kq
q q p q Kp

 

 

            
            
   
   

  (19) 

где  2 (p
2+q

2 )/2, 2 (p
2 – q

2)/2 =  
= qp(p+q)/2;   (p+q)/2,    /0; s   
   sin 4 , c    cos 4 . 

Или после раскрытия входящих в (19) коэффици-
ентов: 

μ ω
2 2

μ ω

μ ω
2 2

μ ω

2 [1 δμcos4(θ θ )]

2[ δμsin 4(θ θ ) ] (ω ω ) 0,
2 [1 δμcos4(θ θ )]

2[ δμsin 4(θ θ ) ] (ω ω ) 0,

p p

K q p
q q

K p q

   

     

   

      

 


 










  (20) 

Заметим, что если выполнить поворот резонанс-
ных осей (p, q) на угол x 2(x – ):  

X(t) = p(t) cos x + q(t) sin x,  Y(t) = – p(t) sin x + 
+ q(t) cos x, 

тогда уравнения (20) преобразуются в следующие: 
μ

2 2
μ

μ

2 2
μ

2 [1 δμcos4(θ θ )]

2[ δμsin 4(θ θ ) ] ω ω 0,

2 [1 δμcos4(θ θ )]

2[ sin 4(θ θ ) ] ω 0;

х

x х ху

x

x у ху

X X

K Y X Y

Y Y

K X Y Х

   

      

   

      

 



 









 
 

(21)

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

ω ω cos ω sin ,

ω sin cos ,

ω ω sin 2 .

х p x q x

y p x q x

ху x

   

   

   

   

Здесь случай x = 0  соответствует измерительным 
осям  (X,Y) = (C, D): 

μ μ

2 2

μ μ

2 2

2 [1 δμcos4θ ] 2[ δμsin 4θ ]

ω ω 0,
2 [1 δμcos4θ ] 2[ δμsin 4θ ]

ω ω 0.

C CD

D CD

С C K D

C D

D D K C

D C

     

   

     

  

  

 

 

 
(22)

 

2 2 2 2 2
ω ω

2 2 2 2 2
ω ω

2 2
ω

ω ω cos 2θ ω sin 2θ ,

ω ω sin 2θ ω cos 2θ ,

ω ω sin 4θ .

C p q

D p q

CD

 

 

  
 

Напомним, что в выполняемых измерениях ось 
установки гироскопа обычно стремятся выбирать 
ортогонально оси вращения Земли, что обеспечит  
 = 0 в (22). В других вариантах измерений собст-
венное вращение Земли придется дополнительно 
учитывать через заранее рассчитанную постоянную 
проекцию  в (22). 

Тогда нахождение входящих в (22) параметров 
вязкости: 

μ μ

2 2 2 2
μ

, δ δμcos4θ , δ δμsin 4θ

, tg4θ δ / δ , δμ (δ δ ) / .
с s

s с c s

  

   

    

     
 

можно выполнить через подстройку численного ре-
шения дифференциальных уравнений (22) к измери-
тельными сигналами (5) на всем интервале времени. 
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Альтернативной моделью для интегрирования 
можно также принять уравнения (21), записанные 
в осях вязкости (x = ) и имеющие более простой 
вид: 

2
μ μ μ

2
μ ω μ μ

2
μ μ μ

2
μ ω μ μ

2 [1 δμ] ω

[ ω sin 4(θ θ )] 2 0,

2 [1 δμ] ω

[ ω sin 4(θ θ )] 2 0.

х

у

X X X

Y KY

Y Y Y

Х KX

   

     

   

     

 



 






  (23)  

В этом случае в критерии квадратичной ошибки 
идентификации результат решения (23) следует 
сравнивать уже с сигналами: 

X (t) = C(t) cos 2 + S(t) sin 2 ,   
Y (t) = – C(t) sin 2 + S(t) cos 2. 

Важно заметить, что на практике такой подход в 
чистом виде не применяют из-за высокой добротно-
сти резонансных колебаний. Здесь при непосредст-
венном численном интегрировании какой-либо сис-
темы уравнений из (20)–(23) потребуется обеспечи-
вать очень малую схемную вязкость. Кроме этого, 
дополнительным фактором погрешности становится 
задание начальных условий интегрирования, особен-
но начальных скоростей. 

Для ослабления этих требований к вычислитель-
ной схеме обычно применяют метод медленно ме-
няющихся амплитуд. В этом случае снимаются тре-
бования к схемной вычислительной вязкости, а так-
же упрощается задание начальных условий 
интегрирования (задание начальных скоростей ин-
тегрирования уже не требуется). Получающиеся при 
этом уравнения для амплитуд и фаз приведены в ста-
тье (ИСП, 2022, № 3, с. 12). Так, общие уравнения 
(21) преобразуются в следующие: 

μ

μ

μ

μ

[1 δμ cos 4(θ θ )]
{[ δμ sin 4(θ θ )]cos( φ )

δω sin( φ )} ,
[1 δμ cos 4(θ θ )]

{[ δμ sin 4(θ θ )]cos( φ )
+ δω sin( φ )} ,

X х X

x XY

s XY Y

Y х Y

x XY

s XY X

a a

K

a
a a

K

a

   

     

  

   

     

 













 (24) 

μ

μ

(φ δω )
{[ δμ sin 4(θ θ ) ]sin( φ )

δω cos( φ )} ,
(φ δω )

{[ δμ sin 4(θ θ ) ]sin( φ )
δω cos( φ )} ,

X c X

x XY

s XY Y

Y c Y

x XY

s XY X

a
K

a
a

K

a

  

      

  

  

      

  









  (25) 

где ω ωδω ωcos4(θ θ ), δω ωsin 4(θ θ );с x s x       
φ φ φ ; ω ω ω / 2.XY X Y p q       
Здесь уравнения (24) характеризуют уменьшение 

амплитуд в результате диссипации колебательной 
энергии, а (25) – изменение фаз сигналов. 

Так как в измерительном устройстве гироскопа на 
основе сигналов (5) легко выделяются амплитуды и 
разнофазность ( , , )C D CDa a  , поэтому для анализа 

диссипативных свойств можно ограничиться только 
уравнениями (24) для случая x = 0, что соответству-
ет (X,Y) = (C, D): 

μ ω

μ

μ ω

[1 δμcos4 ] cos φ
[ δμcos φ sin4θ ωsin φ sin4θ ] ,

[1 δμcos4θ ] cos φ
[ δμcos φ sin4θ ωsin φ sin4θ ] .

C C CD D

CD CD D

D D CD C

CD CD C

a a K a

a

a a K a

a

     

    
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



 







  (26) 

Альтернативно поставленную задачу идентифи-
кации можно решать через исследование временного 
поведения стоячих волн (А, В). Для этого выпишем 
без вывода (ИСП, 2022, № 2, с. 4) получающиеся 
здесь уравнения: 

μ

ω

μ

ω

[1 δμcos4(θ θ )]
ω sin4(θ θ ) 0,
[1 δμcos4(θ θ )]
ω sin4(θ θ ) 0.

А А А

А B

B А В

А А

a a

a
a a

a

    

    

    
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





   (27) 

Заметим, что в них выполняется условие 
cos( φ ) 0АВ   и поэтому угловая скорость  сюда 
не входит. Это позволяет использовать (27) для 
идентификации параметров вязкости и при ненуле-
вой  без необходимости ее расчета. Поэтому здесь 
будут допустимы более разнообразные условия про-
ведения измерений. Однако потребуется дополни-
тельный расчет волновых переменных в (27) через 
измерительные сигналы. 

Из уравнений (26) или (27) видно, что для улуч-
шения вычислительной обусловленности решения 
обратной задачи нахождения постоянных парамет-
ров μ( ,δμ,θ )  через минимизацию квадратичной 
ошибки отличия наблюдаемых и рассчитываемых 
переходных процессов желательно иметь по воз-
можности более сильную изменяемость входящих в 
них функций.  

Так, в случае  = 0 потребуются достаточно дли-
тельные интервалы наблюдения (соответствующие 
набегу разнофазности pq (t) > /2, см. таблицу), 
чтобы увеличить диапазон изменения угла стоячей 
волны А  за время свободных колебаний резонатора. 
Следует также учитывать (см. пункт 4 выше), что 
наибольшие диапазоны изменения угла А будут 
иметь место при расположении угла А0 начального 
выбега свободных колебаний ближе к середине меж-
ду осями жесткости. Очевидно, что использование в 
критерии ошибки нескольких реализаций свободного 
выбега только улучшит точность расчета. 

Поэтому для повышения скорости идентифика-
ции характеристик вязкости можно проводить изме-
рения при медленном вращении оси гироскопа  
(  0), чтобы обеспечить большую изменяемость 
входящих в (26), (27) функций.  

При этом в случае модели (26) придется дополни-
тельно контролировать и учитывать  в модели 
идентификации. Но в то же время здесь не требуется 
выполнять дополнительную обработку сигналов из-
мерения для вычисления волновых переменных. 
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С другой стороны, в случае использования моде-
ли (27) угловая скорость  в нее не входит и поэтому 
ее не требуется измерять и контролировать. Однако 
здесь необходима дополнительная обработка изме-
рительных сигналов (5) для выделения из них волно-
вых переменных. 

В завершение пункта приведем некоторые «сво-
бодные» оценочные рассуждения. Так, для началь-
ной оценки средней добротности Q = /2  или ко-
эффициента вязкости   в уравнениях (26), (27) мож-
но принять:   0,   0. В этом случае каждая из 
амплитуд будет уменьшаться по закону: 

0a a  . 
Тогда коэффициент  можно оценить из наблю-

даемого во времени уменьшения средней колеба-
тельной энергии: 

Ф (t)   аА2 + аВ2 = аC
2 + аD

2 = 
= аp

2 + аq
2 ~ Ф0 exp [–2t]. 

Аналогично по формулам (2) с учетом (1) можно 
оценить присутствие разнодобротности:  
p  =  [1 +    cos 4] / 2; q  =  [1 –    cos 4] / 2  

  (p+q)/2,   cos 4 = (p  – q )/2. 
Важно отметить, что альтернативным методом 

комплексной и потенциально более быстрой иден-
тификации колебательно-вязкостных свойств резо-
наторов является минимизация квадратичной ошиб-
ки выполняемости выбранных дифференциальных 
зависимостей для уравнений свободных колебаний. 
Он будет рассмотрен в следующей статье, продол-
жающей данную тему. К его преимуществам можно 
отнести меньшие затраты во времени и меньшую 
трудоемкость. К недостаткам – потребуется выпол-
нять численное дифференцирование в (26) или (27) в 
условиях шумов измерений исходной информации 
для вычисления скоростей изменения амплитуд ко-
лебаний. 

Анализ результатов 
Таким образом, в статье рассмотрены варианты 

вычислительной реализации алгоритмов для практи-
ческого измерения колебательно-диссипативных 
характеристик резонаторов интегрирующих волно-
вых твердотельных гироскопов на основе наблюде-
ния за переходными процессами в режиме свобод-
ных колебаний резонаторов. 

Приведенные вычислительные схемы ориентиро-
ваны на использование аналогичного штатному 
двухканального измерительного устройства гиро-
скопа, позволяющего выполнить дополнительный 
расчет угла и амплитуд стоячих рабочей и квадра-
турной волн. 

Подробное математическое описание колеба-
тельных процессов в резонаторе гироскопа и фор-
мирование сигналов измерительного устройства 
позволили наглядно пояснить физический смысл 
приведенных алгоритмов и вариантов их дополни-
тельного развития. 

Математически подтверждено, что измерения 
разночастотности и углового положения осей жест-
кости могут быть выполнены достаточно просто, 
если выбирать интервал накопления разнофазности 

резонансных колебаний, превышающий половину 
длины волны. 

В то же время расчет разнодобротности и угло-
вого положения осей вязкости резонатора при на-
блюдении за переходными процессами свободного 
выбега потребуют решения трудоемкой вычисли-
тельной идентификационной задачи. Для ослабле-
ния требований к условиям проведения измерений 
такую задачу наиболее удобно решать в волновых 
переменных. 

Приведенные вычислительные схемы алгоритмов 
предназначены для формирования и отладки базы 
разных типов алгоритмов про изводственного кон-
троля выпускаемых гироскопов в различных услови-
ях наблюдения 
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* * * 

Measurement of Oscillatory and Dissipative Characteristics of Solid-state Wave Gyroscope Resonators:  
Algorithms Based on the Analysis of Transient Processes of Free Oscillations. 

 
K. V. Shishakov, DSc in Engineering, Professor, MIREA – Russian Technological University, Moscow, Russia 
 
The article is devoted to algorithms for measuring the oscillatory-dissipative characteristics of integrating solid-state wave gy-

roscoperesonators. The list of such algorithms is limited only to algorithms that use the results of transient processobservation of 
free oscillations after excitation of a pronounced standing wave in a resonator. 

The list of measured oscillation-dissipative characteristics includes the values of different frequencies and different Q ratios of 
gyroscope resonators, as well as angular positions of the stiffness and Q-axes. 

The article contains sequentially performed a mathematical description of the mode of free run-out of standing waves in the gy-
roscope resonator; mathematical description of the signalinternal structure generated by the gyroscopemeasuring device; prelimi-
nary analysis of the initial data and quantitativeparameterassessment for the physical representation of the resonatorfree oscilla-
tion features. On this basis, variousdetailing algorithm options to assess the resonatorstiffness properties for observing transient 
processes in the free run-out mode of the wave pattern are discussed, as well as possible approaches to the algorithmconstruction 
to assessresonator viscosity properties. 

The givenalgorithm formulations are focused on the use of standard two-channel measuring gyroscopedevice, capable to calcu-
late the angle and amplitudes of standing working and quadrature waves. 

It has been confirmed that the observation of transients in time in the free run-out mode of the wave pattern makes it possible to 
obtain fairly simple computational algorithms to assess the resonatorstiffness properties. At the same time, in order to measure the 
disparity and angular position of the viscosity axes of the resonator when observing transient processes, a more complex computa-
tional identification problem is required. 

For the practical application of the above-mentioned algorithms to measure the different frequency and angular position of the 
stiffening axes, the observation time interval should be selected based on the calculation that the multiphase of the resonant oscilla-
tions exceeds half of the wavelength. 

Keywords: solid-state wave gyroscope, resonant oscillations, wave pattern, identification, free oscillations, oscillatory-
dissipative characteristics, measurement techniques. 
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