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Рассматривается процесс однопараметрической селективной сборки двух элементов для случая использо-
вания нелинейной модели «вход-выход». Ввиду объективной сложности определения соотношений между 
предельными отклонениями и допусками входных и выходных параметров, а также малости относительной 
точности, обусловленной прецизионностью соединения, исходную модель целесообразно представить в виде 
полинома первого порядка двух переменных. Линеаризацию предлагается осуществить с использованием ме-
тода, заключающимся в получении аппроксимирующей зависимости в виде ряда Тейлора и с использованием 
многомерного метода наименьших квадратов, с последующим сравнением вариантов по заданному крите-
рию. Критерием выбора одного из двух предложенных вариантов является минимум средней ошибки аппрок-
симации. Для определения величин групповых допусков предлагается использование двух способов: назначения 
одинаковых допусков; назначения допусков одинаковой относительной точности. Для обоих способов приве-
ден вывод уравнений комплектования, позволяющего, при наличии определенных допущений, использовать 
номера селективных групп. С использованием линеаризованной модели определены основные показатели сбо-
рочного процесса: количество сборочных комплектов, незавершенного производства и предварительного бра-
ка. Приведен пример для случая, когда выходной параметр образуется путем произведения параметров вход-
ных элементов. Произведены расчеты коэффициентов и определено уравнение комплектования. Сравнение 
приведенных в статье результатов с результатами, полученными ранее (исходная нелинейная модель), пока-
зывает относительно небольшую расходимость при расчетах границ селективных групп, погрешность опре-
деления вероятности получения сборочных комплектов в целом не превышает 0,5 %. Предложенный метод 
применим в случае малых значений относительной точности входных и выходных параметров, что на прак-
тике соответствует селективному комплектованию прецизионных изделий. 
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Постановка задачи 
Линейные зависимости между входными и 

выходными параметрами достаточно часто 
встречаются при сборке изделий машинострое-
ния и приборостроения, что отмечается в рабо-
тах отечественных [1–7] и зарубежных [8–13] 
исследователей, посвященных теории селектив-
ной сборки и использованию теоретических 
разработок в реальных производственных про-
цессах.  

Рассмотрим процесс двухэлементной одно-
параметрической селективной сборки с нели-
нейной моделью «вход-выход» ( )iy g x

( 1,2)i  , частный случай (выходной параметр 
представлен в виде произведения входных) при-
веден в [14, 15]. Предположим, что каждый из 
входных параметров ix ( 1, 2)i   имеет откло-
нения относительно номинального значения, 
обусловленные несовершенством технологиче-
ского процесса изготовления элементов. Исход-
ными данными для решения задачи служат но-
минальные значения параметров элементов  
( 1 2, ,n n ny x x ), величины допусков Ty  и iTx , 

верхнее Esy  и нижнее Eiy  предельные откло-
нения выходного параметра от своего номинала. 

Допуск на выходной параметр Ty  зависит от 
номинального значения и принятой степени 
точности. Если речь идет о прецизионных изде-

лиях, то отношение 
н

α y
Ty
y

 , являющееся отно-

сительной точностью, достаточно мало.  
Соответственно, для обеспечения заданной 

точности необходимо, чтобы отношения 
( )

α
ik

i
i

in

Tx
x

 имели порядок, гораздо меньший, чем 

у α y , где ( )ik
iTx – групповой допуск ik -й селек-

тивной группы. В этом случае исходную зави-
симость ( )iy g x  можно линеаризовать, пред-
ставив в виде 

0 1 1 2 2y x x     .  (1) 

Целью исследования является разработка ме-
тода линеаризации исходной известной нели-
нейной зависимости «вход-выход» для решения 
задачи селективной сборки двух элементов. 
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Модель и метод 
Для линеаризации предлагается двухвари-

антный метод, заключающийся в получении ап-
проксимирующей зависимости: 

1) в виде ряда Тейлора, 
2) с использованием многомерного метода 

наименьших квадратов (МНК), с последующим 
сравнением вариантов по заданному критерию. 

Вариант 1. Ряд Тейлора в точке 0x  функции 
( )y x  вещественной переменной x , бесконечно 

дифференцируемой в окрестности точки 0x : 
( )

0
0

0

( )( ) ( )
!

n
n

n

y xy x x x
n





  .  (2) 

В общем случае для функции двух перемен-
ных разложение в ряд Тейлора в окрестности 
точки с координатами  10 20,x x  имеет вид 

0

0

( )( )
!

n
i

i
n

T g xy g x
n





  , ( 1,2)i  , (3) 

где 1 10 2 20
1 2

( ) ( )T x x x x
x x
 

   
 

 дифферен-

циальный оператор. Пусть функция ( )iy g x  
имеет в окрестности точки  10 20,x x  непрерыв-
ные частные производные как минимум второго 
порядка. Для линеаризации ( )iy g x ( 1,2)i   
возьмем два первых члена ряда (3): 

 

0
2

0
0 1

1

( ) ( )
( ) ( )

i i

i
i i i

i i

y g x g x
g xx x R x

x

  


  

 , (4) 

где 1( )iR x   остаточный член в форме Лагран-
жа, равный 

2
0

1
( )( )
2

i
i

T g xR x  . (5) 

Тогда выражение (4) можно переписать в ви-
де 

2

0 1
1

( ) ( )i i i i
i

y x x R x


    , (6) 

где 
2

0
0 0

1

( )( ) i
i

i i

g xg x
x


 

 , 0( )i
i

i

g x
x





  ( 1,2)i    (7) 

Вариант 2. При линеаризации с использова-
нием метода наименьших квадратов критерием 
качества «подгонки» функции к заданной вы-
борке служит сумма квадратов ошибок. Задача 
состоит в построении «гиперплоскости» с ис-
пользованием аналога одношагового многомер-
ного МНК в предположении об аддитивности 
ошибок ε : 

( ) εiy g x  , (8) 

где 
 2

0 1 1 2 2 0
1

( )i i i
i

g x x x x


         . (9) 

Расчетная область iX  в пределах расширен-
ных допусков на изготовление iTx ( 1,2)i   по-
крывается прямоугольной сеткой из iN  точек, 

при этом 1 2N N ; 
2

1
2i

i
N N



  . Сеткой опре-

деляются узлы, в которых вычисляются значения 
исходной функции ( )iy g x . Введем обозначе-
ния 

 ( )ix j   значение переменной ix  в узле j , 

1,j N , 1,2i  ; 
 ( )y j   значение функции ( )ig x  в узле с 

координатами  1 2( ), ( )x j x j ; 
 ε( )j   значение ошибки в узле с координа-

тами  1 2( ), ( )x j x j . 
Тогда 

2

0
1

( ) ( ) ε( )i i
i

y j x j j


    , 1,j N , (10) 

или в матричной форме: 
Y XΞ+Ε , (11) 

где 
(1)
(2)
...
( )

y
y

y N

Y ; 

1 2

1 2

1 2

1 (1) (1)
1 (2) (2)
... ... ...
1 ( ) ( )

x x
x x

x N x N

X ;  

0

1

2

Ξ




; 

(1)
(2)
...
( )N

Ε






. 

(12)

 

Критерий наименьших квадратов в много-
мерном случае имеет вид 

( ) ( )T T  Ε Ε Y XΞ Y XΞ , (13) 
а оценка коэффициентов, получаемая путем ре-
шения системы нормальных уравнений в век-
торно-матричной форме, определяется следую-
щим образом: 

  1T T
Ξ X X X Y . (14) 

Критерием выбора одного из двух предло-
женных вариантов является минимум средней 
ошибки аппроксимации, определяемой по 
формуле 

ε( )
ε j

j

N



, (15) 
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где N  количество узлов, образованных при 
наложении прямоугольной сетки, идентичной 
по шагу и границам для обоих вариантов. 

Для зависимости «вход-выход», записанной 
в форме (1), выражения для определения пре-
дельных отклонений и величин допусков будут 
иметь вид 

2

1
i i

i
Eix Eiy



 ; 
2

1
i i

i
Esx Esy



 ; 

2
( )

1

ik
i i

i
Ty Tx



  , (16) 

где iEsx  и iEix  соответственно верхние  
и нижние предельные отклонения параметров ix  
от номинальных значений inx . 

Для определения величин групповых допус-
ков предлагается использование способов: 

1) назначения одинаковых допусков: 
( )

2
ik

i
TyTx  , 1,2i   (17) 

2) назначения допусков одинаковой относи-
тельной точности: 

( ) αik
i m iTx x , 2

1

α
ξ

m

i i
i

Ty

x





. (18) 

Имея зависимость (1) с вычисленными ко-
эффициентами ξ , предположим, что количе-
ство селективных групп будет нечетным. 
Пронумеруем группы таким образом, чтобы 
нулевые значения параметров совпадали с се-
рединами нулевых групп (рис. 1).  

Номера групп положительны при 0ix    
и отрицательны при 0.ix    

Определим уравнение комплектования для 
максимально допустимых групповых допус-
ков, при которых гарантируется полная соби-
раемость элементов из «нулевых» селектив-
ных групп. 

 
Рис. 1. Схема расположения 

 и нумерация интервалов групповых допусков 
Fig. 1. Layout and numbering  
of group tolerance intervals 

 
Для простоты положим равенство допусков 

параметров элементов, т. е. выполнение равен-
ства (17).  

Тогда в ik -ю группу попадают элементы i -гo 
типа с параметрами, значения которых удовле-
творяют неравенствам 

( ) ( )( 1/ 2) ( 1/ 2)i ik k
i i i i iTx k x Tx k    . (19) 

Умножив обе части на соответствующие ко-
эффициенты ξ , получим: 

( ) ( )ξ ( 1/ 2) ξ ξ ( 1/ 2)i ik k
i i i i i i i iTx k x Tx k    . (20) 

Сложив неравенства (20) по i  и проведя пре-
образования с учетом (17), имеем 

2 2 2

1 1 1
ξ ξ ξ

2 2 2 2i i i i i i
i i i

Ty Ty Ty Tyk x k
  

      . (21) 

Для выполнения требований на допустимые 
значения выходного параметра необходимо 
следующее: 

2

1
0,i i i

i
k k



   . (22) 

При использовании второго способа должно 
выполняться условие 

2

1
0,i i i i

i
x k k



   . (23) 

Очевидно, что при равенстве i  для первого 

способа и ξi ix  для второго ( 1,2i  ) уравнение 
комплектования примет вид 

2

1
( ) 0,i i i

i
sgn k k



   . (24) 

Пример моделирования 
Предположим, что распределения значений 

ix  – гауссовские, имеющие параметры 
ixm  и σ

ix  
(математические ожидания и среднеквадратиче-
ские отклонения случайных величин ix ). Все зна-
чения приведены в условных единицах (у. е.). 

Исходные данные: 
1. Номинальные значения параметров  

1nx  10000; 2nx  0,1. 
2. Выходной параметр изделия 1 2y x x 

=1000±2,5. 
3. Величины расширенных допусков 1Tx 

 =200; 2Tx  0,002. 
4. Математические ожидания: 1xm  0; 2xm 

=0; среднеквадратические отклонения: 1σ x 
=33,333; 2σx  0,00036. 

Плотности распределения параметров слу-
чайных величин ix  показаны на рис. 2. Резуль-
тат аппроксимации представим в виде (1).  
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Рис. 2. Плотности распределения СВ ix  

Fig. 2. Distribution densities of random variables ix  

При использовании варианта 1: 
1 2 10 20 20 1 10

10 2 20 1 1 2

( , ) ( )
( ) ( , )

y x x x x x x x
x x x R x x

   
   ,  (25)

 

где 1 1 2( , )R x x  остаточный член, в данном слу-
чае равный 1 10 2 20( )( ).x x x x   Пренебрегая ос-
таточным членом и проведя преобразования, 
получим выражение (1), в котором 0 10 20ξ x x  , 

1 20ξ x , 2 10ξ x . 
При использовании варианта 2 система нор-

мальных уравнений имеет вид (опущены преде-
лы суммирования по индексу 1,j N ): 

 

 

0 1 1 2 2

2
0 1 1 1

2 1 2 1

0 2 1 1 2

2
1 2 2

( ) ( ) ( ),

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ).

j j j

j j

j j

j j

j j

N x j x j y j

x j x j

x j x j x j y j

x j x j x j

x j x j y j


  


  
  

  

  


  

 

 

 

 

  

 



 



 (26) 

В матричной форме выражение (26) можно 
записать в виде  

T TX XΞ X Y , (27) 
где матрицы, входящие в (27), будут опреде-
ляться выражениями (12). Его решением будет 
являться выражение (14). 

При аппроксимации для обоих вариантов 
имеем идентичные значения коэффициентов  
(с точностью до десятого знака после запятой): 

0 1000  , 1 0,1 , 2 10000 . Это означает, 
что для любого способа определения групповых 
допусков уравнение одновариантного комплек-
тования запишется как 

1 2 0k k   или 1 2k k  . (28) 
Графики зависимостей 1 2( , )y x x  для исходной 

(поверхность 1) и аппроксимированной (плос-
кость 2) функций от своих аргументов показаны 
на рис. 3. Для визуализации в качестве пределов 
построения графиков взяты пятидесятикратные 
значения исходных предельных отклонений па-
раметров от своих номинальных значений. 

 

 
Рис. 3. Графики зависимостей 1 2( , )y g x x  
Fig. 3. Graphs of dependencies 1 2( , )y g x x  

 
Для определения величин групповых допус-

ков предлагается использование способа назна-
чения допусков одинаковой относительной точ-
ности. Величины допусков, определяемые по 
формуле (18), равны: 

1( )
1 25kTx  , 2( )

2 =0,00025kTx . (29) 
Общее количество селективных групп для 

элемента каждого типа равно 7. Групповые до-
пуски каждой селективной группы ( )ik

iTx ( 1,2)i   
равны между собой вследствие линейности мо-
дели «вход-выход». Границы групп ( )ik

ia  легко 
определяются при известности отклонения ну-
левой группы: 
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( ) ( )
0 0;

2 2

i ik k
i i

i i
Tx TxEsx Eix    , ( 1,2)i  . (30) 

Зная ( )ik
ia , можно определить показатели 

сборочного процесса: 
 вероятность получения сборочного ком-

плекта типа 1 2( ; )k k : 

 1 2 ( )( ; )

1,2
min ,ikk k

ii
I I




( )

( )
1 ( )i

ki
i

k
i i i i

Tx

I f x dx  ; (31) 

 суммарная вероятность получения сбороч-
ных комплектов: 

1 2( ; )
СК

k kI I , (32) 
где 1 ( )i if x  – закон распределения случайной ве-
личины ix ( 1, 2)i  . 

Результаты моделирования приведены в таб-
лице.  

Результаты моделирования 

Modelling results 

Номер группы –3 –2 –1 0 1 2 3 
Границы групп, 
элемент 1 

–87,5 
–62,5 

–62,5 
–37,5 

–37,5 
–12,5 

–12,5 
12,5 

12,5 
37,5 

37,5 
62,5 

62,5 
87,5 

Границы групп, 
элемент 2 

-0,00088 
-0,00063 

-0,00063 
-0,00038 

-0,00038 
-0,00013 

-0,00013 
0,00013 

0,00013 
0,00038 

0,00038 
0,00063 

0,00063 
0,00088 

1( )
1

kI  0,026064 0,099898 0,223536 0,29234 0,223536 0,099898 0,026064 
2( )

2
kI  0,034771 0,108382 0,214305 0,268966 0,214305 0,108382 0,034771 

CКI  0,950 
 
Сравнение приведенных выше результатов  

с результатами, полученными в работе [14], по-
казывает относительно небольшую расходи-
мость при расчетах границ селективных групп. 
Средняя ошибка аппроксимации, вычисленная 
по формуле (15), равна 0,026 у. е.; погрешность 
определения суммарной вероятности получения 
сборочных комплектов CКI  для данного приме-
ра составляет 0,3 %. 

Заключение 
Таким образом, предложен метод линеариза-

ции нелинейных зависимостей «вход-выход», суть 
которого заключается в выборе одного из вариан-
тов аппроксимирующей гиперплоскости (много-
мерный ряд Тейлора или МНК) по заданному 
критерию. Метод применим в случае малых зна-
чений относительной точности входных и выход-
ных параметров, что на практике соответствует 
селективному комплектованию прецизионных 
изделий, он значительно упрощает математиче-
скую модель сборочного процесса. Проведенные 
исследования с рядом нелинейных зависимостей 
показывают, что относительная погрешность оп-
ределения CКI  не превышает 0,5 %, что вполне 
приемлемо для инженерных расчетов. 
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* * * 
 

Two-element Selective Assembly with Non-linear Input-output Models Using Approximation 
 
O.V. Filipovich, PhD in Engineering, Associate Professor, Sevastopol State University, Sevastopol, Russia 

 
The process of single-parameter selective assembly of two elements is considered for the case of a nonlinear input-

output modelapplication. Due to the objective complexity of determining the relations between the limit deviations and 
tolerances of input and output parameters, as well as the relative accuracy smallness due to the precision of the as-
sembly, it is reasonable to represent the initial model in the form of a first-order polynomial of two variables. Lineari-
sation is proposed to be carried out using a method of obtaining an approximating relation in the form of a Taylor 
series and by means of a multivariate least square method, with subsequent variantcomparison according to a given 
criterion. The criterion for choosing one of the two proposed variants is the minimum average approximation error. 
To determine the values of group tolerances, it is proposed to use two methods: assigning the equal tolerances and 
assigning tolerances of the equal relative accuracy. For both methods the derivation of the set-making equations is 
given, allowing the use of selective group numbersunder certain assumptions. Using a linearized model, the main in-
dicators of the assembly process are determined: the number of assembly sets, work in progress and preliminary 
scrap. An example is given for the case when the output parameter represents the product of the input elementparame-
ters. The coefficients were calculated and the set-making equation was derived. Comparison of the results presented in 
the paper with earlier obtained results (initial nonlinear model) shows a relatively small divergence in calculating the 
boundaries of selective groups, the error in determining the probability of obtaining assembly sets as a whole does not 
exceed 0.5%. The proposed method is applicable in case of small values of relative accuracy of input and output pa-
rameters, which in practice corresponds to selective assembly of precision products. 

 
Keywords: selective assembly, mathematical model, nonlinear relation, approximation, Taylor series, least square 

method. 
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