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Статья посвящена развитию теории цифровой обработки сигналов, разработке эффективного ме-

тода быстрого параметрического преобразования Фурье финитных дискретных сигналов с высоким 

разрешением по частоте в выбранной области их полного частотного спектра. Разработка метода б ы-

строго параметрического преобразования Фурье с высоким разрешением по частоте проведена на осн о-

ве анализа внутренней организации (структуры) базиса дискретного параметрического преобразования 

Фурье – системы параметрических дискретных экспоненциальных функций.  

Анализ структуры базиса дискретного параметрического преобразования Фурье позволил устранить 

один существенный недостаток алгоритмов быстрого параметрического преобразования Фурье – огра-

ниченность длительностей финитных дискретных сигналов, которые допускают применение быстрых 

процедур. Разработанный метод быстрого параметрического преобразования Фурье финитных ди с-

кретных сигналов позволяет существенно расширить количество длительностей допускающих примене-

ние быстрых процедур, при незначительном увеличении вычислительных затрат. В работе рассмотрено 

обобщение классических дискретных преобразований Фурье путем введения в их базисы параметров во 

временной или частотной области.  

Работа является продолжением исследований авторов в области цифрового спектрального анализа: 

в частности, в ней предложен новый базис дискретного преобразования Фурье, который предусматри-

вает переход в частотную область с выбранным параметром финитного дискретного сигнала во вре-

менной области. В статье дано теоретическое и экспериментальное обоснование эффективности и 

результативности предложенного метода и алгоритма быстрого параметрического преобразования 

Фурье финитных дискретных сигналов с высоким разрешением по частоте в выбранной области спек-

тра финитного дискретного сигнала.  

Предложенный метод быстрого параметрического дискретного преобразования Фурье в силу дока-

занной его результативности и эффективности существенно расширяет возможности методов цифро-

вого спектрального и векторного анализа финитных дискретных сигналов различной структуры во мно-

гих областях науки и техники. Подчеркивается роль работы в таких областях, как виброакустическое 

функциональное диагностирование объектов в машиностроении, в медицине, в гидролокации. 

 

Ключевые слова: финитный дискретный сигнал, дискретное преобразование Фурье, быстрое преобразо-

вание Фурье, параметрическое дискретное преобразование Фурье, параметрическое быстрое преобразование 
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Введение 

В настоящее время эффективность и резуль-

тативность применения классических дискрет-

ных преобразований Фурье (ДПФ) на основе 

быстрых алгоритмов – алгоритмов БПФ в раз-

личных областях цифровой обработки сигналов 

(ЦОС) можно считать проверенным и доказан-

ным временем фактом [1–20]. 

Отметим также, что эволюционное совер-

шенствование базиса ДПФ с целью устранения 

имеющихся у него недостатков продолжается и 

в настоящее время. Например, в работах авто-

ров настоящей работы [21-25] предложены и 

исследованы два вида параметрических дис-

кретных преобразований Фурье (ДПФ-П). Пер-

вый вид ДПФ-П имеет варьируемый параметр 

1  по частоте: 

NNN
N

XFS  1,θ,1,θ, 11

1 ;  1θ0 1  ; (1) 

где 
NX  – векторное описание финитного дис-

кретного сигнала )(nx , ,1,0  Nn  в N -мерном 

пространстве; 1,θ, 1NF  – базис ДПФ-П первого 

вида в матричной форме: 
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1 По устоявшейся в ЦОС практике переменная, отвечающая за частоту, обозначается через k , а переменная, отвечающая 

за время, обозначается через n .Часто, если это не вызывает путаницы, варьируемые параметры 1  и 2  обозначают од-

ной буквой.  
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W j k n k n 0 N 1 0 1;
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( )
exp ( ) ; , , ;

 
         

1,θ, 1NS  – векторное описание коэффициентов 

разложения NX  по системе параметрических 

дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ) 

первого вида, согласно матрице (2). 

Второй вид ДПФ-П имеет варьируемый па-

раметр 2  по времени
1
: 

NNN
N

XFS  1,θ,2,θ, 22

1
;        1θ0 2  ; (3) 

где 2,, 2NF  – базис ДПФ-П второго вида в мат-

ричной форме: 
n

WWW

WWW

N

k

N
NN

N
N

N
N

N

N
NNN

N



































)1)(1()1)(1()1(

)1()1(

2,,

222

222

2

..

.....

.....

..

1..11

)1(..10

)1(

.

.

1

0

F , (4) 

где 10;1,0,;)(
2

exp 22
)( 2 















Nnknk

N
jW

nk
N ; 

2,θ, 1NS  – векторное описание коэффициентов 

разложения NX  по системе параметрических 

дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ-

П) второго вида, согласно матрице (4). 

При значении параметра 1  равным нулю 

первый вид ДПФ-П и при значении параметра 

2  равным нулю второй вид ДПФ-П переходят 

в стандартное (классическое) ДПФ с базисом 

дискретных экспоненциальных функций (ДЭФ) 

в матричной форме: 
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где векторное описание финитного дискретного 

сигнала. 

Отметим, что для алгоритмов БПФ сущест-

вует два класса равноправных алгоритмов: 

прореживания по времени и прореживания по 

частоте.  

В то время как для алгоритмов БПФ-П пер-

вого вида существуют только алгоритмы про-

реживания по времени, то для алгоритмов 

БПФ-П второго вида существуют только алго-

ритмы прореживания по частоте.  

Такое разделение алгоритмов БПФ-П объ-

ясняется организацией (структурой) базисов: 

ДПФ (5), ДПФ-П первого вида(2) и ДПФ-П 

второго вида (4). 

Цель работы 
Целью работы является разработка эффек-

тивного и результативного метода  и алгорит-

ма быстрого параметрического дискретного 

преобразования Фурье с высокой разрешаю-

щей способностью по частоте в выбранной 

области спектра финитного дискретного сиг-

нала. 

Блочная структура базисной системы 

параметрического дискретного  

преобразования Фурье  

размером   p p
2 r 2 r  первого вида 

Рассмотрим блочную структуру матрицы 

ДЭФ-П первого вида размерностью rr pp  22 , 

где rp,  – любые целые положительные числа. 

Матричная форма ДПФ – П первого вида (1) 

финитного дискретного сигнала NrX  задается 

матричным уравнением: NrNrNr
Nr

XFS 1,,1,, 11

1
  . 

Система ДЭФ-П первого вида согласно формуле 

(2) задается матрицей 1,θ, 1NrF  
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Обозначим множество номеров столбцов 

матрицы 1,θ, 1NrF  через   1,...,2,1,0:  NrDD . 

Применим к множеству D  отношение сравни-

мости по модулю r .  
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2 Рефлексивность – одно из свойств бинарных отношений. Отношение R  на множестве A  называется рефлексивным, 

если aRc  для любого a A . 
3 Симметричность – одно из свойств бинарных отношений. Отношение R  на множестве A  называется симметричным, 

если для любой пары элементов a, b A  из aRc  следуетbRc. 
4 Транзитивность – одно из важнейших свойств бинарных отношений. Отношение R  на множестве A  называется транзи-

тивным, если для любых Acba ,,  из условий aRb  и bRc вытекает, что aRc . 

  

В силу того что это отношение является от-

ношением эквивалентности, т. е. обладает свой-

ствами рефлексивности
2
 симметричности

3
 и 

транзитивности
 4

, оно разбивает множество D  

на r  классов вычетов по модулю r : 

 )1(,...,,00  NrrD ; 

  1,...,1,11 
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Переупорядочим столбцы матрицы 1,θ, 1NrF  , (6) 

в соответствии с классами iD  вычетов по моду-

лю r . Обозначим полученную матрицу через 

rB .Матрицу rB , рассечем вертикальными ли-

ниями на r  блоков (на r  прямоугольных мат-

риц) 
i,блокB , где )1(,0  ri  размером NNr  ка-

ждый (каждая): 

1

11

11

r N 1 r1
NrNr

1 N 1 r1 r
NrNr

0

Nr 1 N 1 rNr 1 r
NrNr

r N 1 r0 n
WW10

11 WW

1Nr 1 WW
k

θ ( )

( θ )( )( θ )

,блок

( θ )( )( θ )

( ). .
. .
. .

. . .. ..

. . .. ..
. .( )

 

 

   



 
 

  
 
   

B ;  (8) 






 

11 1

11 1

11 1

N 1 r ii r i

NrNr Nr
r 1 N 11 i 1 r i

NrNr Nr

i

Nr 1 N 1 r iNr 1 i Nr 1 r i

NrNr Nr

i r i N 1 r i n
WW W0

1 WW W

Nr 1 WW W
k

(( ) )θ ( )

( θ )( )( ) ( θ )( )

,блок

( θ )(( ) )( ) ( θ )( )

( ). .
. .
. .
. .. .. .
. .. .. .
. .( )

   

   

       

  

 
 

  
 
   

B ; (9) 





  

 

11 1

11 1

11 1

Nr 1r 1 2r 1

NrNr Nr
r 1 Nr 11 r 1 1 2r 1

NrNr Nr

r 1

Nr 1 Nr 1Nr 1 r 1 Nr 1 2r 1

NrNr Nr

r 1 2r 1 Nr 1 n
WW W0

1 WW W

Nr 1 WW W
k

(( ))( ) θ ( )

( θ )( )( )( ) ( θ )( )

( ),блок

( θ )(( )( )( ) ( θ )( )

( ). .
. .
. .
. .. .. .
. .. .. .
. .( )

   

    



       

  

 
 

  
 
   

B . (10) 

Матрицы i ,блокB , )1(,0  ri , также предста-

вим в виде блочных матриц, рассекая каждую из 

них горизонтальными линиям на r  блоков по 

N строк в каждом блоке. В результате получим 

следующие блочные матрицы:  
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5 Часто получить аналогичную информацию другими методами просто невозможно 

Блочные матрицы (11) позволяют предста-

вить матрицу rB  в следующем виде: 
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Введя матрицу поправочных коэффициентов 
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и с учетом формул (8)–(11) установим струк-

туру организации блочной матрицы rB  (12), ко-

торую, воспользовавшись произведением Кроне-

кера (Адамара), представим в следующем виде: 
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Метод и алгоритм быстрого  

параметрического дискретного  

преобразования Фурье с высокой 

разрешающей способностью по частоте  

в выбранной области спектра  

финитного дискретного сигнала 

С необходимостью определения парамет-

рического дискретного преобразования Фурье 

с высокой разрешающей способностью по 

частоте в выбранной области спектра финит-

ного дискретного сигнала сталкиваются во 

многих областях науки и техники. Среди них, 

например, виброакустическое функциональ-

ное диагностирование, акустика, анализ био-

медицинских сигналов.  

Выявление цифровыми методами скрытых 

периодичностей в выбранной области спектра, 

исследуемых финитных дискретных сигналов, 

позволяет получить важную информацию о 

состоянии объекта, процессах, происходящих 

в нем
5
. 

Метод и алгоритм параметрического дис-

кретного преобразования Фурье с высокой 

разрешающей способностью по частоте в вы-

бранной области спектра финитного дискрет-

ного сигнала заключается в выполнении ДПФ-

П финитного дискретного сигнала с помощью 

алгоритмов БПФ-П. Затем не интересующие 

нас коэффициенты Фурье ДПФ-П, получен-

ные с помощью БПФ-П, отбрасываются.  

Неэффективность такого подхода к обнаруже-

нию скрытых периодичностей, определения их 

параметров очевидна. Действительно, для обеспе-

чения высокого разрешения по частоте необходи-

мо вычислять спектры финитных дискретных 

сигналов большой длительности.  

В этом случае ситуацию не спасает и при-

менение БПФ, поскольку затраты памяти и 

вычислительные затраты слишком велики. 

Матрица (14) открывает путь к построению 

метода и алгоритма быстрого параметриче-

ского дискретного преобразования Фурье с 

высокой разрешающей способностью по час-

тоте в выбранной области спектра финитного 

дискретного сигнала. 

Введем в рассмотрение вектор NrY  в виде 

векторного описания финитной дискретной экс-

поненты: 

10;1,0;
2

exp)( 11 











 Nrnn

N
jny  (15) 

и сформируем вектор NrZ , представляющий со-

бой почленное произведение векторов NrX  и NrY . 

Обозначим множество строк вектора NrZ  че-

рез   1,...,2,1,0:  NrCC . Применив к 

множеству C  отношение сравнимости по мо-

дулю r (7), получим r  векторов NrZ , 

i 0 r 1,( )  : 
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Раскрыв общую структуру блочных матриц 

mB ,0  при )1(,0  rm :
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можно найти матричные произведения: 

0,,0,00,,0 11   NB ZG ; 

1,,1,01,,0 11   NB ZG ;   
; )1(,,)1(,0)1(,,0 11   rNrr B ΖG . (22) 

Просуммировав полученные матричные про-

изведения в соответствии с матрицей поправоч-

ных коэффициентов rF  (13), получим N  коэф-

фициентов (бинов) ДПФ-П в выбранном диапа-

зоне частот : 

 )1(,,01,,00,,00,, 1111
...

1
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Для подтверждения полученных теоретиче-

ских результатов о внутренней организации ба-

зиса ДПФ-П и возможности построения алго-

ритма быстрого параметрического дискретного 

преобразования Фурье с высокой разрешающей 

способностью по частоте в выбранной области 

спектра финитного дискретного сигнала прове-

дено численное моделирование при различных 
pN 2  и r . 

Результаты численного моделирования под-

твердили полученные теоретические результаты 

о внутренней организации базиса ДПФ-П и воз-

можности построения метода и алгоритма бы-

строго параметрического дискретного преобра-

зования Фурье с высокой разрешающей способ-

ностью по частоте в выбранной области спектра 

финитного дискретного сигнала. 

Результативность и эффективность  

метода быстрого дискретного  

преобразования Фурье с высокой  

разрешающей способностью по частоте  

в выбранной области спектра финитного 

дискретного сигнала 

Предлагаемый алгоритм быстрого парамет-

рического дискретного преобразования Фурье с 

высокой разрешающей способностью по часто-

те позволяет  анализировать сигналы длитель-
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6
Число комплексных умножений, необходимых для выполнения ДПФ – 2N( ) ; БПФ – 

2N 2 N/ log : БПФ-П – 

2N 2 N/ log . 

 

ностью rN p  2 ; где rp,  – некоторые целые, 

положительные числа.  

Результативность разработанного метода бы-

строго преобразования Фурье финитных сигна-

лов с высоким разрешением по частоте в вы-

бранной области спектра финитного дискретно-

го сигнала очевидна и подтверждается: 

 во-первых, увеличением диапазона анали-

зируемых длительностей финитных дискретных 

сигналов быстрыми методами, учитывая разли-

чия между «шагами» возрастающей геометри-

ческой прогрессии и возрастающей арифмети-

ческой прогрессии; 

 во-вторых, возможностью анализировать 

быстрым преобразованием Фурье финитных 

дискретных сигналов с высоким разрешением 

по частоте в выбранной области спектра фи-

нитного дискретного сигнала при отсутствии 

средств вычисления БПФ размером большим 

N . В настоящее время такая возможность от-

сутствует. 

Оценим эффективность предлагаемого мето-

да быстрого преобразования Фурье финитных 

сигналов с высоким разрешением по частоте. В 

качестве критерия эффективности выберем ко-

личество комплексных умножений, необходи-

мых для выполнения ДПФ-П и БПФ-П для сиг-

нала длительностью rN p  2 ; где rp,  – неко-

торые целые, положительные числа. 

При оценке эффективности предложенного 

метода будем различать 2 случая: 

 длительность финитного дискретного сиг-

нала равная rN   является степенью 2; 

 длительность финитного дискретного сиг-

нала равная rN   не является степенью 2. 

Их следует различать, поскольку во втором 

случае нужно сравнивать количество комплекс-

ных умножений необходимых для выполнения 

алгоритмов ДПФ-П и БПФ-П, а в первом  

случае – алгоритмов БПФ-П и БПФ-П 
6
. 

 

 

 

Можно показать, что в первом случае эффек-

тивность предложенного метода быстрого дис-

кретного преобразования Фурье с высоким раз-

решением по частоте равна:  

2
1

2

Nr

( N 2 N)

log

log /
 


. (26) 

Во втором случае эффективность предло-

женного метода быстрого дискретного преобра-

зования Фурье с с высоким разрешением по 

частоте равна: 

2

2

2Nr

( N 2 N)log /
 


. (27) 

Заключение 

Разработан эффективный и результативный 

метод и алгоритм быстрого параметрического 

дискретного преобразования Фурье с высокой 

разрешающей способностью по частоте в вы-

бранной области спектра финитного дискретно-

го сигнала на основе: 

 анализа внутренней организации (структу-

ры) экспоненциального базиса параметрическо-

го дискретного преобразования Фурье; 

 применения аналитических свойств, разра-

ботанных авторами статьи обобщений класси-

ческого дискретного преобразования Фурье в 

виде параметрических дискретных преобразо-

ваний Фурье первого и второго вида. 

В статье предложен метод устранения од-

ного существенного недостатка алгоритмов 

быстрого преобразования Фурье – ограничен-

ность длительностей финитных дискретных 

сигналов, допускающих применение быстрых 

процедур. 

Предложенный метод быстрого параметри-

ческого дискретного преобразования Фурье в 

силу доказанной его результативности и эффек-

тивности существенно расширяет возможности 

методов цифрового спектрального и векторного 

анализа финитных дискретных сигналов раз-

личной структуры во многих областях науки и 

техники. 
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The article is devoted to the development of the theory of digital signal processing, the development of an effective 

method for the fast parametric Fourier transform of finite discrete signals with high frequency resolution in the se-

lected region of their full frequency spectrum. The development of the method for the fast parametric Fourier trans-

form with high frequency resolution is based on the analysis of the internal organization (structure) of the basis of the 

discrete parametric Fourier transform - a system of parametric discrete exponential functions. The analysis of the 

structure of the basis of the discrete parametric Fourier transform made it possible to eliminate one significant draw-

back of the algorithms for the fast parametric Fourier transform - the limited durations of finite discrete signals that 

allow the use of fast procedures. The developed method for the fast parametric Fourier transform of finite discrete 

signals allows one to significantly expand the number of durations that allow the use of fast procedures, with an insig-

nificant increase in computational costs. The paper considers a generalization of classical discrete Fourier transforms 

by introducing parameters in the time or frequency domain into their bases. The work is a continuation of the authors' 

research in the field of digital spectral analysis: in particular, it proposes a new basis for the discrete Fourier trans-

form, which provides for a transition to the frequency domain with a selected parameter of a finite discrete signal in 

the time domain. The article provides a theoretical and experimental justification for the efficiency and effectiveness of 

the proposed method and algorithm for the fast parametric Fourier transform of finite discrete signals with high fre-

quency resolution in the selected region of the spectrum of a finite discrete signal. Due to its proven efficiency and 

effectiveness, the proposed method of the fast parametric discrete Fourier transform significantly expands the capabil-

ities of the methods of digital spectral and vector analysis of finite discrete signals of various structures in many areas 

of science and technology. The role of the work in such areas as vibroacoustic functional diagnostics of objects in 

mechanical engineering, medicine, and sonar is emphasized.  
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