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В статье проведен анализ уравнения движения кольцевого резонатора волнового твердотельного гироскопа (ВТГ). 

Рассмотрены изгибные колебания, при которых кольцевой резонатор попеременно принимает форму то окружности, то 

эллипса. Для анализа взят эллипс, соответствующий амплитудным значениям радиальных перемещений частиц кольца. 

Уравнение эллипса записано в такой системе координат, в которой координатные оси проходят через пучности стоячей 

волны, возбужденной в кольцевом резонаторе. Переход в уравнении эллипса от прямоугольных координат к полярным 

координатам позволяет вычислить производные радиального перемещения частиц резонатора по углу. 

При дифференцировании по времени считается, что радиальные перемещения частиц кольцевого резонатора проис-

ходят по закону косинуса, т. е. совершают гармонические колебания. В результате были вычислены производные по вре-

мени радиальных перемещений частиц резонатора и их производных по углу. 

По выражениям для производных радиальных перемещений частиц кольцевого резонатора по углу, времени, смешан-

ных производных по углу и времени были найдены оценки максимальных значений этих величин. Найденные оценки позво-

лили оценить максимальные значения слагаемых, входящих в уравнение движения кольцевого резонатора ВТГ. Все оценки 

получены в виде выражений, содержащих амплитуду колебаний кольцевого резонатора в пучностях стоячей волны, кру-

говую частоту колебаний и радиус кольцевого резонатора. 

Из условия значительной малости слагаемых, содержащих квадрат угловой скорости и угловое ускорение, по сравне-

нию с другими слагаемыми, входящими в уравнение движения кольцевого резонатора ВТГ, были получены условия для уг-

ловой скорости и углового ускорения. При выполнении полученных условий уравнение движения кольцевого резонатора, из 

которого исключены слагаемые, содержащие квадрат угловой скорости и угловое ускорение, может считаться адек-

ватной моделью ВТГ. В противном случае необходимо использовать другую математическую модель. 
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Введение 

Точность волнового твердотельного гироскопа (ВТГ) 

определяется структурой и свойствами материала, из кото-

рого изготовлен резонатор, равномерностью распределе-

ния плотности и точностью балансировки резонатора, ме-

ханическими свойствами покрытия, дефектами систем 

возбуждения резонатора, погрешностями выставки элек-

тродов съема, нелинейностью колебаний и рядом других 

причин [1–4]. 

Для повышения точности ВТГ разработаны способы 

улучшения балансировки резонаторов, методы компенса-

ции уходов, вызванных анизотропией упругих свойств 

монокристаллических резонаторов, расщеплением собст-

венных частот, влиянием нелинейных свойств электроста-

тических датчиков управления, и различные алгоритмиче-

ские методы [5–10]. Повышению точности ВТГ способст-

вует разработка новых моделей [11, 12]. 

Измерение угла θ поворота ВТГ в инерциальной системе 

отсчета базируется на математической модели резонатора, 

согласно которой угол  θ прямо пропорционален углу ϕ по-

ворота стоячей волны в системе отсчета, связанной с резона-

тором. Причем эти повороты противоположно направлены. 

Математическая модель представляет собой уравнения, выве-

денные методом сил или методом Лагранжа, из которых ис-

ключены слагаемые, содержащие квадрат угловой скорости 

Ω2 и угловое ускорение Ω  [13,14]. Другими словами, предпо-

лагается, что при проведении измерений ВТГ вращается дос-

таточно медленно и почти равномерно. Это предположение 

может оказаться неверным для высокоскоростных интенсив-

но маневрирующих летающих объектов. 

Целью настоящей работы является поиск условий, при 

которыхв уравнении движения кольцевого (цилиндриче-

ского) резонатора можно пренебречь слагаемыми, содер-

жащими квадрат угловой скорости Ω2 и угловое ускорение 

Ω . Для достижения этой цели необходимо найти наиболь-

шие значения слагаемых, входящих в уравнение, и провес-

ти сравнение этих значений. 

Оценки слагаемых в уравнении движения  

кольцевого резонатора 

Уравнения движения нерастяжимого кольца, вращаю-

щегося в своей плоскости, полученные методом Лагранжа 

[13, 14], имеют вид 

𝑣 − 2Ω𝑤 + Ω (𝑅0 − 𝑤) − Ω2𝑣 + 𝜆′ = 0, 

𝑤 + 2Ω𝑣 + Ω 𝑣 + Ω2 𝑅0 − 𝑤 + 

+𝜅2(𝑤𝐼𝑉 + 2𝑤′′ + 𝑤) + 𝜆 = 0, (1) 

𝑣′ − 𝑤 = 0. 
Здесь 𝑤 и 𝑣 – радиальные и касательные перемещения 

частиц кольца соответственно; 𝑅0 – радиус недеформиро-

ванного кольца; Ω – угловая скорость вращения кольца, 

точка означает производную по времени 𝑡; штрих – произ-

водную по углу φ, 𝜅2 = 𝐸𝐼/(ρ𝑆𝑅0
4); 𝐸 и ρ – модуль Юнга и 

плотность материала кольца соответственно; 𝐼 и 𝑆 – мо-

мент инерции и площадь поперечного сечения кольца со-

ответственно. 

Если продифференцировать второе уравнение системы 

(1) по углу φ и вычесть из него первое уравнение, то полу-

чится уравнение 

𝑤 ′ − 𝑣 + 2Ω(𝑣 ′ + 𝑤 ) + Ω (𝑣′ + 𝑤 − 𝑅0) + Ω2(𝑣 − 𝑤′) + 

+𝜅2(𝑤𝑉 + 2𝑤′′′ + 𝑤′) = 0.  (2) 

Дифференцирование уравнения (2) по углу 𝜑 приводит 

к уравнению 

𝑤 ′′ − 𝑣 ′ + 2Ω(𝑣 ′′ + 𝑤 ′) + Ω (𝑣′′ + 𝑤′) + Ω2(𝑣′ − 𝑤′′) + 

+𝜅2(𝑤𝑉 + 2𝑤′′′ + 𝑤′) = 0.  (3) 

Третье уравнение системы (1) (уравнение связи) позво-

ляет исключить из уравнения (3) переменную 𝑣: 
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𝑤 ′′ − 𝑤 + 4Ω𝑤 ′ + 2Ω 𝑤′ + Ω2 𝑤 − 𝑤′′  + 

+𝜅2(𝑤𝑉𝐼 + 2𝑤𝐼𝑉 + 𝑤′′) = 0. (4) 

Аналитическое решение уравнения (4) затруднительно, 

поэтому из него удаляют слагаемые, содержащие квадрат 

угловой скорости Ω2 и угловое ускорение Ω , как малые 

величины [13, 14]. Необходимо выяснить, какими должны 

быть значения угловой скорости и углового ускорения в 

сравнении с величинами, зависящими от  амплитуды коле-

баний в пучностях стоячей волны, радиуса кольцевого 

резонатора и частоты его колебаний, чтобы слагаемые, 

содержащие Ω2 и Ω , были малы по сравнению с другими 

слагаемыми уравнения (4). 

Наибольшее значение модуля радиального перемеще-

ния частиц кольца наблюдается в пучностях стоячей волны 

и составляет 𝑤 max = 𝐴, где 𝐴 – амплитуда колебаний, в 

ходе которых кольцо принимает форму то окружности, то 

эллипса (рис. 1). Уравнение эллипса, записанное для мо-

мента времени, когда радиальные перемещения достигли 

амплитудных значений, имеет вид 

𝑥2

(𝑅0 + 𝐴)2 +
𝑦2

(𝑅0 − 𝐴)2 = 1. 

Из рис. 2 видно, что 𝑥 = 𝑅cosφ, 𝑦 = 𝑅sinφ, что позво-

ляет записать уравнение эллипса в полярных координатах: 

𝑅2  
cos2φ

(𝑅0 + 𝐴)2
+

sin2φ

(𝑅0 − 𝐴)2
 = 1.             (5) 

 

 
Рис. 1 

 
Рис. 2 

 

Дифференцирование левой и правой частей уравнения 

(5) приводит к уравнению 

2𝑅𝑅′ +  
cos2𝜑

 𝑅0 + 𝐴 2 +
sin2𝜑

 𝑅0 − 𝐴 2  + 

+𝑅2  
2sin 𝜑cos𝜑

(𝑅0−𝐴)2 −
2sin 𝜑cos𝜑

(𝑅0+𝐴)2  = 0.  (6) 

Из уравнения (5) следует 

cos2𝜑

(𝑅0 + 𝐴)2 +
sin2𝜑

(𝑅0 − 𝐴)2 =
1

𝑅2. 

Поэтому уравнение (6) можно преобразовать к виду 

2𝑅′

𝑅
= 𝑅2sin2𝜑  

1

(𝑅0 + 𝐴)2 −
1

(𝑅0 − 𝐴)2 . 

Из последнего уравнения путем преобразований можно 

получить 

𝑅′ = −
2𝑅0𝐴

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

𝑅3sin2φ. 

Поскольку  𝑅 = 𝑅0 + 𝑤,  то  𝑅′ = 𝑤′.   
Поэтому 

𝑤′ = −
2𝑅0𝐴

 𝑅0
2−𝐴2 2

𝑅3sin2φ. (7) 

Из условия  𝑤 ≤ 𝐴 ≪ 𝑅0 вытекают приближенные ра-

венства 

(𝑅0
2 − 𝐴2)2 ≈ 𝑅0

4,   𝑅3 = (𝑅0 + 𝑤)3 ≈ 𝑅0
3,   𝑤′ ≈ −2𝐴sin2φ. 

Когда угол φ принимает значения π/4, 3π/4, 5π/4,
7π/4, выполняется равенство  sin2𝜑 = 1.  При этом 

 𝑤′ max = 2𝐴.                                          (8) 

Продифференцировав соотношение (7) по углу φ, по-

лучим 

𝑤′′ =
4𝑅0𝐴𝑅

3

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

 
3𝑅0𝐴𝑅

2

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

sin22φ − cos2φ .    (9) 

Условие  𝑤 ≤ 𝐴 ≪ 𝑅0 приводит к приближенным ра-

венствам 

𝑅 = 𝑅0 + 𝑤 ≈ 𝑅0,    (𝑅0
2 − 𝐴2)2 ≈ 𝑅0

4,    𝑤′′ ≈ −4𝐴cos2φ. 
Величина  cos2φ  максимальна и равна единице при 

φ = 0, π/2, π, 3π/2. Следовательно, 
 𝑤′′ max = 4𝐴.                                        (10) 

Разность𝑤 − 𝑤′′ ≈ 𝑤 + 4𝐴cos2φ при 𝜑 = 0, π  равна 

𝑤 − 𝑤′′ = 𝐴 − 4𝐴 = −3𝐴,  а при φ = π/2, 3π/2 равна 

𝑤 − 𝑤′′ = −𝐴 + 4𝐴 = 3𝐴. Поэтому максимальный модуль 

этой разности составляет 
 𝑤 − 𝑤′′ max = 3𝐴.                                      (11) 

Производная по времени 𝑤  максимальна в пучностях и 

равна нулю в узлах стоячей волны. В пучностях колебания 

частиц резонатора происходят по закону 𝑤 = 𝐴cos𝜔0𝑡. 
Радиальные скорость и ускорение равны 

𝑤 = −𝐴𝜔0sin𝜔0𝑡,   𝑤 = −𝐴𝜔0
2cos𝜔0𝑡.            (12) 

Оценка сверху для модуля радиального ускорения со-

ставляет 

 𝑤  max = 𝐴𝜔0
2 .                                   (13) 

Из соотношения (7) получается 

𝑤 ′ = −
6𝑅0𝐴

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

𝑅2𝑅 sin2φ. 

Поскольку 𝑅 = 𝑅0 + 𝑤, то 𝑅 = 𝑤 = −𝐴𝜔0sin𝜔0𝑡.  
Поэтому 

𝑤 ′ =
6𝑅0𝐴

2𝑅2𝜔0

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

sin𝜔0𝑡sin2φ, 

𝑤 ′ ≈
6𝑅0𝐴

2𝑅0
2𝜔0

𝑅0
4 sin𝜔0𝑡sin2𝜑 =

6𝐴2𝜔0

𝑅0
sin𝜔0𝑡sin2φ, 

 𝑤 ′ max =
6𝐴2𝜔0

𝑅0
.                                 (14) 

Из соотношения (9) получается 

𝑤 ′′ =
60𝑅0

2𝐴2𝑅4𝑅 

(𝑅0
2 − 𝐴2)4

sin22φ −
12𝑅0𝐴𝑅

2𝑅 

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

cos2φ, 
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𝑤 ′′ =
60𝑅0

2𝐴2 4𝑅3𝑅 2 + 𝑅4𝑅  

 𝑅0
2 − 𝐴2 4

sin22φ − 

−
12𝑅0𝐴(2𝑅𝑅 2 + 𝑅2𝑅 )

(𝑅0
2 − 𝐴2)2

cos2φ. 

Поскольку 𝑅 = 𝑅0 + 𝑤,  то  𝑅 = 𝑤 , 𝑅 = 𝑤 , 

𝑤 ′′ =
60𝑅0

2𝐴2𝑅3 4𝑤 2 + 𝑅𝑤  

 𝑅0
2 − 𝐴2 4

sin22φ − 

−
12𝑅0𝐴𝑅 2𝑤 2 + 𝑅𝑤  

 𝑅0
2 − 𝐴2 2

cos2φ. 

Из условия  𝑤 ≤ 𝐴 ≪ 𝑅0 вытекают приближенные ра-

венства 

(𝑅0
2 − 𝐴2)𝑛 ≈ 𝑅0

2𝑛 ,   𝑅𝑘 = (𝑅0 + 𝑤)𝑘 ≈ 𝑅0
𝑘 , 

𝑤 ′′ ≈
12𝐴

𝑅0
2  

5𝐴

𝑅0

 4𝑤 2 + 𝑅0𝑤  sin22𝜑 −  2𝑤 2 + 𝑅0𝑤  cos2𝜑 ≈

≈ −
12𝐴

𝑅0
2 (2𝑤 2 + 𝑅0𝑤 )cos2𝜑 = 

=
12𝐴2𝜔0

2

𝑅0
 cos𝜔0𝑡 −

2𝐴

𝑅0
sin2𝜔0𝑡 cos2φ ≈

≈
12𝐴2𝜔0

2

𝑅0
cos𝜔0𝑡cos2φ. 

Что, в свою очередь, приводит к оценке 

 𝑤 ′′ max =
12𝐴2𝜔0

2

𝑅0
.                                    (15) 

Оценки (13) и (15) – это оценки первых двух слагаемых 

уравнения (4). При этом необходимо обратить внимание на 

условие  

 𝑤 ′′ max =
12𝐴2𝜔0

2

𝑅0
≪ 𝐴𝜔0

2 =  𝑤  max . 

Из указанного условия следует, что если какая-либо 

величина мала по сравнению с  𝑤 ′′ max , то она и подавно 

мала по сравнению с  𝑤  max . Оценки (8), (11) и (14) позво-

ляют оценить другие слагаемые, входящие в уравнение (4): 

 4Ω𝑤 ′ max =
24Ω𝐴2𝜔0

𝑅0
,  2Ω 𝑤′ 

max
= 4Ω 𝐴,

 Ω2(𝑤 − 𝑤′′) max = 3Ω2𝐴. 
Условия, при которых можно исключить из уравнения (4) 

слагаемое, содержащее угловое ускорение, имеют вид 

4Ω 𝐴 ≪
12𝐴2𝜔0

2

𝑅0
, 4Ω 𝐴 ≪

24Ω𝐴2𝜔0

𝑅0
, 

или, более просто, 

Ω ≪
3𝐴𝜔0

2

𝑅0
, Ω ≪

6Ω𝐴𝜔0

𝑅0
.                         (16) 

Угловая скорость вращения ТВГ Ω значительно мень-

ше частоты колебаний резонатора 𝜔0. Поэтому из выпол-

нения второго условия (16) вытекает выполнение первого. 

Поскольку условия (16) означают различие величин на 

несколько порядков, то можно не указывать числовые 

множители. Таким образом, из уравнения (4) можно ис-

ключить слагаемое, содержащее угловое ускорение Ω , при 

выполнении условия 

Ω ≪
Ω𝐴𝜔0

𝑅0
.                                       (17) 

Условия, при которых можно исключить из уравнения 

(4) слагаемое, содержащее квадрат угловой скорости, 

имеют вид 

3Ω2𝐴 ≪
12𝐴2𝜔0

2

𝑅0
, 3Ω2𝐴 ≪

24Ω𝐴2𝜔0

𝑅0
, 

или, в более простом виде 

Ω ≪ 2𝜔0 
𝐴

𝑅0
, Ω ≪

8𝐴𝜔0

𝑅0
.                      (18) 

Из выполнения второго условия (18) следует выполне-

ние первого. Это объясняется тем, что 

𝐴

𝑅0
≪  

𝐴

𝑅0
. 

Таким образом, из уравнения (4) можно исключить 

слагаемое, содержащее квадрат угловой скорости Ω2, при 

выполнении условия 

Ω ≪
𝐴𝜔0

𝑅0
.   (19) 

Анализ результатов 

При выполнении условий (17) и (19) в уравнении (4) 

можно пренебречь слагаемыми, содержащими угловое 

ускорение ТВГ и квадрат его угловой скорости, в резуль-

тате чего это уравнение примет вид 

𝑤 ′′ − 𝑤 + 4Ω𝑤 ′ + 𝜅2 𝑤𝑉𝐼 + 2𝑤𝐼𝑉 + 𝑤′′  = 0.     (20) 

Для резонаторов, изготовленных из кварцевого  

стекла, имеющих значения 𝐴 = 2 мкм, 𝑓 = 5500 Гц,  

𝜔0 = 34558 c−1, 𝑅0 = 15 мм, получается порядок величи-

ны 𝐴𝜔0/𝑅0~100 рад/с, т. е. составляет несколько радиан в 

секунду. Поэтому для выполнения условия (19) угловая 

скорость по порядку величины не должна превышать деся-

тые доли радиан в секунду. В противном случае модель 

ТВГ в виде уравнения (20) будет не совсем адекватна. 

Выполнение условия (17) еще более затруднительно.  

В короткий промежуток времени, когда ВТГ начинает 

вращение из состояния покоя, это условие не выполняется, 

поскольку угловая скорость близка к нулю, а угловое ус-

корение сравнительно велико. Ухудшение точности ком-

пенсируется тем, что угол поворота ВТГ в инерциальной 

системе отсчета также близок к нулю в указанный проме-

жуток времени. Если 𝐴𝜔0/𝑅0~100 рад/с, Ω~10−1 рад/с, 
то Ω𝐴𝜔0/𝑅0~10−1 рад/с2. Условие (17) означает, что уг-

ловое ускорение по порядку величины не должно превы-

шать сотых долей радиан в секунду за секунду. 

Увеличение амплитуды и частоты колебаний резонато-

ра и уменьшение его радиуса расширяет пределы скорост-

ных режимов работы ВТГ. Однако такому изменению па-

раметров резонатора могут препятствовать технологиче-

ские ограничения. В этой ситуации повышение точности 

ВТГ может быть достигнуто с помощью метода статисти-

ческого оценивания [15]. Для применения этого метода 

должны быть известны оператор, преобразующий угол 

поворота ВТГ в инерциальной системе отсчета 𝜃 𝑡  в угол 

поворота стоячей волны относительно резонатора ϕ(𝑡), и 

корреляционный оператор шума. Если 𝜃(𝑡) является слу-

чайной функцией времени и известен ее ковариационный 

оператор, то точность статистического оценивания будет 

еще выше. 
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The article analyzes the ring resonator motion equation of a wave solid-state gyroscope (WSG). Bending oscillations making 

the ring resonator alternately take the shape of a circle or an ellipse are considered. The analysis uses an ellipse corresponding to 

the amplitude values of the ring particle radial movements. The ellipse equation is written in a coordinate system where the coordi-

nate axes pass through the nodes of a standing wave excited in a ring resonator. The transition into the ellipse equation from rec-

tangular coordinates to polar ones allows calculation the radial displacement derivatives of the resonator particles with respect to 

the angle. 

When differentiating according to time, it is assumed that the radial movements of the ring resonator particles follow a cosine 

law, i.e., oscillate harmonically. As a result, the time derivatives of the resonator particle radial displacements and their angle 

derivatives were calculated. 

The maximum values of the radial displacements of the ring resonator particles with respect to angle, time, and mixed deriva-

tives with respect to angle and time were found using expressions for their derivatives. The values obtained allowed evaluation the 

maximum values of the terms included in the WSG ring resonator motion equation. All values are obtained in the form of expres-

sions containing the amplitude of ring resonator oscillations in the standing wave nodes, the circular oscillation frequency, and the 

ring resonator radius. 

Due to significant smallness of the terms containing the square of the angular velocity and the angular acceleration, compared 

to other terms in the motion equation of the WSG ring resonator, the conditions for the angular velocity and the angular accelera-

tion were obtained. If the obtained conditions are met the ring resonator motion equation, with excluded terms containing the 

squared angular velocity and the angular acceleration, can be considered as an adequate model of the WSG. Otherwise, another 

mathematical model should be applied. 
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